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Sobre a Colecao

Carod, uma colecio de livros do Programa de Pés-Graduagio
em Ensino de Ciéncias e Educagio Matemaitica, da Universidade
Estadual da Paraiba (PPGECEM-UEPB), tem por objetivo
publicar e divulgar resultados de pesquisas do préprio PPGECEM
e de outros programas de pés-graduagio com linhas de pesquisas
semelhantes, tanto do Brasil quanto de outros paises.

Carod ¢ uma planta origindria da regido caririzeira, tipica da
Caatinga brasileira, simboliza a resisténcia da natureza contra a
seca. Foi com base em algumas caracteristicas desta planta que
surgiu a proposta de batizar a cole¢io de livros do PPGECEM-

UEPB com este nome.
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Apresentacao

presente compéndio, republicado pela Colegio Carod,

¢ uma colecio de dez artigos sobre a Histéria da

Matemitica. Embora vérios deles jd fossem publica-
dos em revistas especializadas ou anais de eventos, sio reunidos
aqui para fornecer um acesso mais ficil ao leitor interessado.
Os que foram originalmente publicados em inglés sdo aqui
apresentados traduzidos para a lingua portuguesa.

Caso o leitor ficasse curioso sobre a palavra “amigos” no
titulo, faco uma pequena explicagio. H4, de fato,um artigo sobre
numeros amigaveis no compéndio. Propriamente falando, nio
sdo estes, porém, os amigos aos quais o titulo faz alusdo. Antes,
sdo os matematicos que trabalhavam em 4reas afins e, portanto,
sdo metaforicamente amigos aos trés matemadticos citados no
titulo. De certa forma, podemos dizer que Pitigoras representa
a matemdtica antiga, abordada nos primeiros quatro capitulos,
Euler, os séculos 17 e 18, abordados no primeiro capitulo e nos
capitulos cinco até oito, enquanto Hutton representa a reflexio
sobre a prépria matemadtica e sua histéria, abordada nos ulti-
mos dois capitulos.

Ainda agradeco as minhas trés amigas, Joice, Andreia e
Sarah, que colaboraram comigo nos trés capitulos sobre Euler. A



sua alegre dedicagdo ajudou a transmudar uma tarefa espinhosa
numa maravilhosa aventura intelectual. Agradeco também aos
responsaveis para as publica¢ées originais a sua anuéncia na
republica¢do aqui dos textos originais ou traduzidos. Os sete
artigos desta condi¢do tém as seguintes procedéncias:
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A Histéria da Teoria dos Numeros de Pitigoras a
Fermat

Foi apresentado no V Semindrio Nacional de Histéria da
Matemitica (V SNHM), que houve lugar em Rio Claro,
SP, nos dias 13-16 de abril de 2003. Apareceu em Marcos
V. TEIXEIRA e Sergio R. NOBRE (Eds.). Anais do V
SNHM. Rio Claro: SBHMat, 2003 [ISBN: 85-89097-
11-0]. E republicado com a permissdo dos editores dos
Anais e o presidente da SBHMat (Sérgio R. Nobre).

Sobre o Pentagrama como um Emblema Pitagérico
Apareceu como “On the Pentagram as a Pythagorean
Emblem”na Revista Brasileira de Historia da Matemdtica,
vol. 6, n. 12 (outubro), 2006 [ISSN: 1519-955X]. E
republicado com a permissio do editor da RBHM e o
presidente da SBHMat.

O Que Significa Ser Pitagérico?

Apareceu  como “What makes a Pythagorean
Pythagorean?” na Rewvista Brasileira de Historia da
Matemdtica,vol.10,n. 20 (outubro), 2010 [ISSN: 1519-
955X]. E republicado com a permissio do editor da
RBHM e o presidente da SBHMat.

Observagio sobre os Primeiros Trés Postulados de
Euclides

Apareceu como “On Euclid’s First Three Postulates” na
Revista Brasileira de Historia da Matemdtica, vol. 13, n.



26 (outubro), 2013 [ISSN: 1519-955X]. E republicado
com a permissdo do editor da RBHM e o presidente da
SBHMat.

O Primeiro Trabalho de Euler sobre Equagées
Diofantinas

Foi apresentado no IX Semindrio Nacional de Histéria
da Matematica (IX SNHM), que houve lugar em
Aracaju, ES, nos dias 17-20 de abril de 2011. Apareceu
em Carlos Henrique Barbosa GONCALVES e Eva
Maria Siqueira ALVES (Eds.). Anais do IX SNHM.
SBHMat, 2011 [ISSN: 2236-4102]. E republicado
com a permissdo dos editores dos Anais e o presidente

da SBHMat.

Alguns Aspectos Histéricos da Investigacao de
Leonhard Euler sobre os Numeros Pentagonais

Foi apresentado no IX Semindrio Nacional de Histéria
da Matematica (IX SNHM), que houve lugar em
Aracaju, ES, nos dias 17-20 de abril de 2011. Apareceu
em Carlos Henrique Barbosa GONCALVES e Eva
Maria Siqueira ALVES (Eds.). Anais do IX SNHM.
SBHMat, 2011 [ISSN: 2236-4102]. E republicado
com a permissio dos editores dos Anais e o presidente

da SBHMat.

Matematica, Historia e Alienagio

Foi apresentado no V HTEM, que houve lugar em
Recife, PE, nos dias 25-30 de julho de 2010. E republi-
cado com a permissdo do organizador do evento (Frank
Bellemain).

n
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Historia da Teoria dos Numeros
de Pitagoras a Fermat

John A. Fossa

ropomos esbogar, neste trabalho, uma pequena histéria
da Teoria dos Numeros de Pitdgoras a Fermat. Isto nio
quer dizer, contudo, que antes de Pitigoras ndo houvesse
estudos nessa drea da matemadtica; nem quer dizer que depois de
Fermat nada de importante tenha sido acrescentado a ela. Por
um lado, parece que o conceito de nimero ¢ tio velho quanto
a prépria humanidade e, por outro lado, a moderna Teoria dos
Numeros comeca a desabrochar com as investigacoes de Euler,
Legendre e Gauss, entre outros, uns 60 ou 70 anos depois da
morte de Fermat. O que motiva, entéo, os referidos recortes?
Em primeiro lugar, Pitdgoras parece ser o primeiro pensa-
dor a tematizar o /jgos do mundo em termos da matematica
e, especificamente, em termos da Teoria dos Numeros. As
escolas pitagéricos mantiveram esta tradi¢do durante toda a

Antiguidade e no inicio da Idade Média. Embora haja ainda
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uma caréncia de informagio sobre a tradigdo pitagérica, é pos-
sivel que o ultimo grande pensador nesta tradi¢do tenha sido
Diofanto. Depois deste pensador, a tradigdo parece tornar-se
mais ténue, embora talvez nio desaparega por completo até
mais tarde na histéria. No entanto, a matematica sagrada da
Idade Média tardia e do Renascimento retoma aspectos da tra-
di¢do pitagérica.

Em segundo lugar, Fermat se interessou pela Teoria dos
Numeros a partir da sua leitura da Ari¢mética de Diofanto. Isto
é, ele investigava questdes que emergem da tradigdo pitagé-
rica e usava métodos que ndo seriam muito estranhos para os
membros desta tradi¢do. Em contraste, os matemdticos que
vém depois de Fermat comegaram a desenvolver novos assun-
tos com métodos inovadores que os distanciam da tradigdo
pitagdrica.

As consideragdes feitas nos dois pardgrafos anteriores mos-
tram que o periodo de Pitdgoras a Fermat representa certa
unidade no desenvolvimento da Teoria dos Numeros. Nao
devemos exagerar esta unidade, pois, de fato, o referido periodo
nio era uniforme. No entanto, hd unidade suficiente para tor-
ni-lo um interessante objeto de estudo.

Apologia Metodoldgica

Nem todo mundo, porém, concordaria com a avaliagio feita
no pardgrafo anterior. Na verdade, André Weil (2001, p. 3)
contrasta a unidade da Teoria dos Numeros depois de Fermat
com falta de unidade antes dele:

Thus an account of number theory since
Fermat can do full justice to the inner coher-
ence of the topic as well as to the continuity
of its development. In contrast with this, the
mere fact that Fermat initially had to draw

14



his main inspiration from a Greek author of
the third century, only lately come to light,
points to the entirely different character of
much of the earlier mathematical work as
well as to the frequent disappearance and
re-appearance of essential sources of knowl-
edge in former times.

Assim sendo, Weil faz duas restricdes 2 Teoria dos Numeros
no periodo assinalado. Em primeiro lugar, ele afirma que ndo
hd uma “continuidade de desenvolvimento”. Cada matema-
tico, segundo a teoria de Weil, trabalha mais ou menos isolado,
investigando tépicos independentes ou buscando inspiragio
em obras separadas por um grande lapso de tempo. Desta
forma, ndo hd um desenvolvimento légico da teoria, em que
geragdo apds geragido de matemdticos gradativamente cons-
troem a mesma em um esfor¢o comunitirio. Em segundo
lugar, ele afirma que a falta de fontes faz com que seja impos-
sivel elaborar uma verdadeira histéria do periodo, pois exegese
textual tem de ser substituida por “reconstrucées conjeturais
ténues” (Weil, 2001, p. 3):
... the would-be historian must of neces-
sity confine himself to the description of
a comparatively small number of islands
accidentally emerging from an ocean of
ignorance, and to tenuous conjectural recon-
structions of the submerged continents
which at one time must have bridged the
gaps between them.

Interessantemente, a segunda alegagio de Weil tende a
contradizer a primeira, pois se houvesse “continentes sub-
mersos” ligando as ilhas dos textos sobreviventes, entdo o

15



desenvolvimento deste ramo da matemdtica no referido
periodo nio seria tdo desconexo quanto Weil supde.

Weil tem razdo na sua segunda alegacio, pois, de fato, hd
certa falta de textos referente a Teoria dos Numeros neste
periodo. Consequentemente, a “reconstrugdo conjetural” é um
instrumento necessario para a compreensio do periodo. Como
Wil alerta, isto traz certos riscos. Na verdade, Kenneth O.
May (1975) aponta para o fato de que é até perigoso deduzir
que uma figura histérica conhecia um resultado, baseando-se
no fato de ser este resultado uma consequéncia ébvia do que
ela sabia.

No entanto, se o instrumento de reconstrugio for usado com
cautela, ele pode nos fornecer muitos resultados interessantes.
Em primeiro lugar, consequéncias 6bvias podem ser atribuidas
as escolas com menos probabilidade de erro do que quando a
atribuigdo é feita a um individuo. Segundo, quando sabemos que
um individuo ou uma escola estava de posse de dois resultados,
frequentemente podemos reconstruir as etapas intermedidrias.
E claro que podem existir varias possibilidades e cada possi-
bilidade terd de ser avaliada com referéncia a matematica da
época. Terceiro, é muito importante lembrar que a matematica
do periodo em questdo ndo era uma disciplina isolada, mas era
parte de um sistema cultural complexo. Consequentemente,
textos que ndo sdo obviamente matemdticos podem nos indi-
car muito sobre a matemadtica da época. Quarto, a reconstru¢io
pode ter fortes ressondncias em outros aspectos da matematica
da época e/ou com disciplinas conexas (nio somente as cién-
cias, mas a filosofia e a arte). Geralmente estas ressonincias
sdo inesperadas, no entanto revelam a unidade de pensamento
de um individuo ou uma escola e é evidéncia muito forte da
veracidade da reconstrugdo. Um exemplo disto é a descoberta
da relagdo entre o Numero Nupcial e o Numero do Tirano,
feita por Erickson e Fossa (1996). Finalmente, a reconstrugio

16



devera ser consoante com a linguagem e os métodos gerais da
matemdtica da época.

Desta forma, vemos que, quando usada com cautela e bom
senso, a reconstru¢io pode nos fornecer resultados inteira-
mente confidveis. Naturalmente, como qualquer outra parte da
ciéncia, o resultado de tais investigacdes deve ser submetido a
outros pesquisadores da drea para avaliagdo critica, pois é no
cadinho da critica que os méritos e deméritos de qualquer teo-
ria — pois tanto a reconstru¢ao quanto o exegese sao teorias — €
melhor avaliada.

Pitagoras

Pitdgoras nasceu na ilha grega de Samos por volta de 570
a.C. Segundo as biografias dele escritos por Jamblico® (250?-
325?), Porfirio® (233?-305?), e Didgenes Laertio! (século III),
ele viajou por muitos anos no Egito e na Babilonia, onde nio
somente aprendeu a sabedoria destes povos, mas superou seus
proprios mestres. De volta a Samos, abriu uma escola; no
entanto, desentendimentos com Policrates, o tirano de Samos,
o levaram a emigrar para Crotona na Magna Grécia (sul da
Itilia), onde fundou uma irmandade semifechada. A irman-
dade tinha viérios fins, dos mistico-religiosos aos econémicos
e politicos, e a sua influéncia sempre crescente no governo
da cidade ndo foi bem vista por certos crotoneses. Depois de
vérios anos, Pitdgoras foi tachado como um bruxo perigoso, sua
escola foi atacada e os membros mortos ou expulsos da cidade.
O préprio Pitdgoras, segundo virios relatos, aparentemente
escapou para Metaponto, onde faleceu pouco depois (ja tinha
mais do que 80 anos de idade), embora alguns relatos afirmem
que ele foi morto fugindo do ataque dos furiosos crotonenses.

1 Ver, por exemplo, Guthrie (1987).
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E interessante observar que, embora as mulheres fossem alta-
mente reprimidas na Grécia antiga, os pitagéricos as aceitaram
como membros da sua comunidade cientifica, o que poderia
ter sido um fator na atitude dos cidaddos de Crotona para com
Pitigoras. Esty (1979) mostra a “imagem” de Pitigoras em
algumas moedas antigas.

Pitagoras foi aparentemente um aluno dos fisicos jonicos.
Estes procuravam o arché, ou seja, a matéria basica e o principio
do movimento de todas as coisas. Para Tales, o arché era a dgua.
Para Anaximenes, era o ar, enquanto que, segundo Hericlito,
era o fogo. Para Pitdgoras, o arché era nimero. Assim, ele pro-
vavelmente concebia o nimero como algum tipo de matéria
rarefeita. Pitdgoras, no entanto, rompeu com os fisicos, pois
pensava que o arché, por si s6, nio explicava o mundo. Era
necessario procurar o /dgos, ou seja a inteligibilidade do mundo.
De fato, para Pitdgoras, tudo nio era nimero, mas nimero e
harmonia, onde harmonia significava razdes e proporgdes entre
numeros. A ideia de que o mundo ¢ inteligivel devido a sua
estrutura matemdtica foi tdo revoluciondria quanto fecunda.
Desembocaria, com Platio, na fundagio da metafisica (ver
Erickson e Fossa, 2006) e é a pressuposi¢io basica de toda a
ciéncia.

Conta-se que Pitdgoras ficou ciente da importincia dos
nimeros quando notou que as concordincias musicais sdo des-
critiveis por razdes entre nimeros naturais pequenos. Assim, as
trés concordincias principais sdo a oitava, que € 2:1, a quarta,
4:3, e a quinta, 3:2; ainda ha o tom, que é 9:8. A oitava, a quarta
e a quinta sdo dadas por razdes entre os primeiros quatro nime-
ros, elementos do conjunto {1, 2, 3, 4} que era chamado do
tektractys e que representam, respectivamente, o ponto, a reta
(segmento), o tridngulo equildtero e o tetraedro regular, con-
forme mostra a Figura 1. Desta forma, a soma destes nimeros,
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10 = 1+2+3+4, era considerada o nimero perfeito porque com-
preendia toda a existéncia tridimensional.

e N

Figura 1.

Além do estudo da matematica, Pitdgoras foi o primeiro a
teorizar sobre a musica e foi o fundador da filosofia no sentido
mais amplo deste termo (termo, alids, que ele criou), indo além
das especulagdes fisicas dos jonicos e tematizando o homem e
seu lugar no kdsmos e na pdlis. Incorporou em seu pensamento
os temas dos egipcios e dos babilénios, bem como os érficos,
mas sempre investigou todas estes temas a luz da razio e, espe-
cialmente, a luz da matemdtica. Embora nio tenha escrito
livros especializados sobre estes temas, legou o seu pensamento
a posteridade através da irmandade pitagérica.

Os Pitagoricos

Na sua biografia de Pitdgoras, Jamblico (ver Guthrie, 1987)
dd uma lista de 218 pitagoricos e 17 pitagéricas. Ainda diz que
a maioria dos pitagéricos nio sdo conhecidos nominalmente.
Muitos eram apenas ouvintes e nao participavam plenamente na
irmandade. Mas, ndo devemos pensar na irmandade como uma
escola doutrindria fechada. Pitdgoras prezava o pensamento,
nio sistemas fechados e entre os pitagéricos ha pensadores
independentes que formaram suas préprias escolas. Assim,
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podemos pensar nos pitagéricos como um grupo de pesquisa,
cujos membros compartilhavam certas pressuposicdes bdasi-
cas e, a partir destas, tentavam avangar o conhecimento com
as suas pesquisas. Destacaremos aqui apenas Arquitas (pri-
meira metade do século IV a.C.), Platao (427a.C.?-347a.C.),
Euclides (f7. 300a.C.?), Nicémaco (f7. 100?), Téon (inicio do
século II) e Diofanto (f7. século III).

Arquitas talvez tenha sido o matemdtico mais brilhante
da segunda geragio dos pitagéricos. Aluno de um importante
pensador pitagérico, Filolao, ele fez importantes contribui¢oes
a ciéncia, especialmente no que se diz a respeito a aplica¢io da
matemdtica a ciéncia. Parece ter sido o primeiro a organizar a
matemadtica no Quadrivio: Aritmética, Geometria, Astronomia
e Misica. Fez virias constru¢bes geométricas interessantes e
determinou as propriedades das séries aritmética, geométrica e
harmoénica. Foi, por muitos anos, o governante de Tarento (na
Magna Grécia) e, neste posto, salvou Platdo do seu encarcera-
mento em Siracusa (também na Magna Grécia) nas mios do
tirano Dionisio.

Platdo era um rico ateniense que comegou a vida publica
como aluno e apologista de Sécrates, um filésofo da tradi-
¢do sofista. Em seguida, desenvolveu uma teoria ontoldgica e
epistemoldgica de formas, que, no entanto, padeceu de virias
dificuldades. Através do seu contato com Arquitas, porém,
ficou ciente das doutrinas mais profundas dos pitagéricos e
adotou-as como a base da sua estrutura¢io da metafisica pela
matemdtica. A sua escola, a Academia, contava entre seus
membros alguns dos matematicos pitagéricos mais brilhantes
de toda a Antiguidade — por exemplo, Teetetus e Eudoxo.

Euclides estudou na Academia, tendo os alunos de Platio
como seus mestres. No entanto, ndo ¢ claro se ele chegou 2
Academia antes de Aristételes haver partido. Em qualquer caso,
foi na Academia que Euclides aprendeu a doutrina aristotélica

20



de axiomatizagio, que ele aplicaria magistralmente nos seus
Elementos, provavelmente o mais famoso livro de matematica.
Eventualmente, mudou-se para Alexandria, onde abriu uma
escola que perdurou muito tempo. Virios matemdticos impor-
tantes, como Apolonio, estudaram na escola de Euclides.

Nicomaco de Gerasa provavelmente estudou matemdtica
em Alexandria, o centro de investigacbes neopitagéricas da
época. Foi, de fato, um dos principais neopitagéricos e foi alta-
mente conceituado por seus contemporaneos. No entanto, a
maioria das suas obras foi perdida e, em consequéncia, os his-
toriadores da matemadtica tendem a avalid-lo baseado apenas
na sua Introdugio a Aritmética (ver D’Ooge, 1938) uma obra
francamente introdutéria. Ndo obstante, a sua fama era tio
grande no fim da Antiguidade, que Proclo (410?-485) o con-
siderou como um elo da “corrente dourada” de reencarnagdes
de Pitdgoras.

Um outro neopitagérico importante, mais ou menos con-
temporineo com Nicomaco, foi Téon de Smirna. Seu livro
Matemdtica Util para a Compreensio de Platio (ver Lawlor e
Lawlor, 1979) é matematicamente mais denso do que o livro
de Nicomaco e, portanto, menos util a Idade Média tardia, um
periodo de franca degeneragdo na drea de matemadtica. Nio
obstante, o referido texto ¢ uma das fontes mais importantes
sobre a matemadtica neopitagérica.

Como tantos dos outros pitagéricos aqui citados, muito
pouco ¢ conhecido sobre a vida de Diofanto. Provavelmente
chefiou a biblioteca de Alexandria por muitos anos. Seu livro,
Aritmética, parcialmente preservado pela matemadtica pita-
gorica Hipdtia, marcou a mudanga da dlgebra retérica para a
dlgebra sincopada. A Antologia Grega, uma colegio de proble-
mas compilada no século V ou VI, contém o seguinte problema
sobre a vida de Diofanto:

21



Deus lhe concedeu ser um menino pela
sexta parte da sua vida, e somando uma
duodécima parte a isto cobriu-lhe as faces
de penugem; Ele lhe acendeu a laimpada
nupcial apés uma sétima parte, e cinco anos
ap6s seu casamento concedeu-lhe um filho.
Ail infeliz crianga tardia; depois de chegar
4 medida de metade da vida de seu pai, o
Destino frio o levou. Depois de se consolar
de sua dor durante quatro anos com a cién-
cia dos nimeros ele terminou sua vida. (Ver

Boyer, 1974, p. 130.)

O problema sugere que Diofanto faleceu com 84 anos de idade.
Mas, 84 anos — o equivalente a um dia divino — ¢, segundo a
doutrina de Sao Jodo no Apocalipse, o periodo de vida ideal de
um homem. Este nimero é uma redugio da idade ideal de
um homem, afirmada por Platio em 100 anos. Tal redugio foi
ocasionada pela melhor aproximagcio da precessio dos equiné-
cios (ver Erickson e Fossa, 1996, Capitulo 3), obtida entre a
época de Platdo e a época em que foi composto o problema
acima enunciado. Desta forma, mais do que apontar a ver-
dadeira idade com a qual viveu Diofanto, o problema parece
atestar a nobreza e perfei¢do do cardter deste, perante os infor-
tunios do destino.

A Teoria dos Ntiimeros dos Primeiros Pitagoricos

Serd impossivel registrar aqui todos os resultados feitos
pelos primeiros pitagéricos no campo da Teoria dos Numeros.
Assim, nos limitaremos a alguns aspectos da doutrina pita-
gorica que ilustram procedimentos gerais. Em particular
abordaremos os seguintes trés aspectos: esquemas classifica-
térios, relagdes fenomenoldgicas e fluxos aritméticos. Estes
trés aspectos ndo sio categorias independentes, pois um dnico
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resultado matemdtico pode ser uma instancia de mais do que
uma Unica categoria.

Em primeiro lugar, entio, os pitagéricos fizeram vérias
classificagbes dos nuimeros. O ndmero mais importante
¢ a unidade (1), pois, além de ser o correlato numérico da
Mbénada, a fonte de todo o ser, todos os outros nimeros sio
definidos como sendo cole¢oes de unidades. Outra distingdo
primordial ¢ aquela que define os nimeros femininos (pares)
e os masculinos (impares). Um nimero ¢ feminino se pode ser
decomposto em duas partes iguais; sendo, é masculino. Parece
que originalmente os termos “nimero feminino” e “nimero
masculino” eram simplesmente termos técnicos; no entanto,
alguns pensadores posteriores levaram os termos ao pé da letra
e produziram um monte de bobagens e um misticismo barato,
baseados nestes e outros termos. O nimero 6, por exemplo, era
chamado de “nimero de casamento”, porque era o produto do
primeiro nimero feminino, 2, com o primeiro nimero mascu-
lino, 3 (como veremos mais adiante, o 1 ndo foi contado como
um numero). Outra distingdo primordial era entre os nimeros
primos e os nao primos. Um nimero é primo se ndo pode ser
decomposto em duas ou mais partes iguais (onde, é claro, cada
parte deve ser maior do que a unidade); seno, ndo é primo.

A defini¢io de nimero como uma cole¢io de unidades
parece ser baseada na operagio de adi¢do, enquanto as de
feminino/masculino e primo parecem ser baseadas na ope-
ragdo de multiplicagdo. No entanto, basta prestar atengdo
as préprias defini¢bes para ver que sio todas baseadas na
operagdo mais primitiva de contagem. A técnica de exibir
sistematicamente todos os primos menores do que um dado
numero, o Crivo de Eratéstenes, foi certamente conhecida
pelos primeiros pitagéricos, pois também sé depende da
contagem. Provavelmente usaram um crivo duplo para exi-
bir razdes irredutiveis (pares de nimeros primos entre si).
Eratéstenes ganhou a fama de ser o descobridor desta técnica
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porque foi o primeiro a publicd-la (no século I1I), ndo porque
a descobriu! De fato, é possivel que a origem da técnica seja
babilénica. Em qualquer caso, veremos, mais adiante, uma
elabora¢do do Crivo em termos de fluxos aritméticos.

Um ndmero ¢é /inear, plano ou sélido conforme tem um, dois
ou trés partes (fatores). Desde que a unidade é a identidade
multiplicativa, as mais interessantes questdes referente a esta
classificagdo tém uma formulagdo mais simples se nio conta-
mos 1 como um fator. Os pitagéricos fizeram exatamente isto
sob a alegac¢do de que 1 ndo é um nimero, mas o gerador dos
numeros. Devemos notar que a compreensio destas defini¢oes
por parte dos pitagéricos foi bastante sofisticada. Ndo pensa-
ram que cada nimero caia numa dnica categoria, mas que um
nimero como 12, por exemplo, poderia ser considerado como
plano (12 = 2x6) ou como sélido (12 = 2x2x3), dependendo
da nossa conveniéncia. Finalmente, como mostra a Figura 2,
os nimeros sélidos eram classificados como cubos (trés fatores
iguais), #ijolos (dois fatores iguais com o terceiro menor), vigas
(dois fatores iguais com o terceiro maior) e cunbas, ou altarzi-
nhos, (trés fatores desiguais).

L a a
a b — —_—
a a \ a - i
hea b
a
hza
Cubo Tyolo Viga Cunha / Altarzinho
Figura 2.
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A terminologia era muito importante porque, na falta de
um simbolismo, era a Unica maneira de fazer as distingdes
necessdrias sem prolixidade excessiva.

As classificagdes ilustram outra caracteristica da Teoria
dos Numeros dos pitagéricos, a saber, os nimeros eram
interpretados em termos de relagdes fenomenolégicas, geral-
mente modeladas geometricamente. Assim, por exemplo,
o Teorema de Pitdgoras provavelmente nio era concebido
como uma equagio diofantina, mas como um certo tipo de
tridngulo e/ou como a decomposi¢io de um quadrado em
dois outros quadrados. Assim, devem ter estudado a decom-
posi¢do de um cubo em dois outros cubos (um problema que
seria retomado por Fermat) e, mais geralmente, as relagdes
de decomposi¢do de qualquer ndimero sélido noutros tipos
de numeros sélidos. A abordagem teria sido tanto geomé-
trica, quanto numeérica.

Tridngulos pitagéricos, ou seja, tridngulos retdngulos cujos
lados sio todos nimeros naturais, foram estudados inten-
sivamente pelos pitagéricos e usados nas suas explicacoes
cosmolégicas. De fato, a doutrina de tridngulos pitagéricos jd
tinha sido completamente desvendada pelos babilonios. Estes
especificaram os referidos tridngulos através de dois parime-
tros; usando nossa notagio, a relagdo babilonica se expressa
como (m?=m?, 2nm, n*+m?), com n>m. Quando 7 e m sio pri-
mos entre si, o tridngulo é primitivo, o que explica o interesse
babilénico, mencionado acima, em pares de nimeros primos
entre si. Os pitagéricos fizeram uma selegio entre os tridngulos
pitagdricos, provavelmente para fins de aplicagio a cosmologia,
de duas maneiras diferentes. A primeira maneira é chamada
a Férmula de Pitdgoras e corresponde a fazer o parimetro
= 1. A segunda maneira, chamada a Férmula de Platdo, cor-
responde a fazer 7 = n—1. (Para mais detalhes, ver Erickson e
Fossa, 2006.)
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Propor¢ées entre nimeros naturais eram frequentemente
tomadas como divises de uma reta (i.e., segmento de reta). A
linha dividida de Platdo é um exemplo: divide um segmento em
duas partes e, em seguida, divide cada parte na mesma razio
(ver a Figura 3). Isto ¢, dado as partes A, B, C e D, temos a rela-
¢io A+B:C+D::A:B::C:D. Isto implica que as duas partes do
meio sdo iguais (B = C) e que cada uma destas partes é a média
geométrica dos extremos (B = V(AD)). Mas, quando impomos
a condi¢do adicional de que todas as partes devem ser nimeros
naturais, os extremos sio multiplos de quadrados. Desta forma,
a linha dividida se torna #*/mn/mn/m* com m e n primos entre
si ou um multiplo desta, £7%/kmn/kmn/km?. (Para mais detalhes,
ver Erickson e Fossa, 2006.) Outro exemplo é a razdo durea:
divide um segmento em duas partes de tal maneira que o todo
¢ para uma parte como esta parte ¢ para a outra parte, ou seja,

A+B:A::A:B. A razio produzida, porém, € irracional.

ﬁ 1 E l C 1 D
} } }
2 2
1 . oom oomom
T T T
Figura 3.

Quando nimero é concebido como uma cole¢io de uni-
dades, cujos correlatos geométricos sio pontos, estes podem
ser dispostos em vdrias configuracoes. Os pitagéricos usaram
figuras regulares para ordenar as configuragdes e produzir
sequéncias de nuimeros, chamados nimeros figurados. No
plano, esses nimeros sdo geralmente ordenados pelos poligo-
nos regulares, resultando em ndimeros triangulares, nimeros
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quadrados, nimeros pentagonais, ezc. (ver a Figura 4), embora
também haja ndmeros retangulares de vérias espécies.

Figura 4.

Ha4 muitas relagoes interessantes entre os nimeros figura-
dos. Da Figura 4, é evidente, por exemplo, que um nimero
quadrado é a soma de dois nimeros triangulares sucessivos
(Qg =Ty-1+T) e que um nimero pentagonal é a soma de um
numero quadrado e um ndmero triangular (P;, = Qgu+T-1).
Mas, a linguagem dos nimeros figurados era também usada
para expressar outras relagdes. Assim, a Férmula de Pitigoras,
por exemplo, pode ser expressa da seguinte forma: um nimero
masculino e quatro vezes um numero triangular nos catetos,
quatro vezes o nimero triangular mais a unidade na hipote-
nusa (o terno (My+1, 47T, 415+1) é um terno pitagoérico). Os

27



numeros podem ser ordenados em trés dimensdes, usando os
mesmos principios. A Figura 5 mostra algumas piramides com
base triangular e algumas pirdimides com base quadrada.

]
[ ]
[ T ]
] [ ]
[ 1 ]
[ ]
Y S 3
L] [ 1 ]
[ ]
« & S i
1 4 10 20
)
" oo 444
1 5 14 30
Figura 5.

Os ndimeros figurados sao instancias de fluxos aritméticos.
Um fluxo aritmético come¢a com uma ou mais valores iniciais,
a(s) semente(s), e se desenvolve segundo uma regra. Os pro-

prios nimeros naturais podem ser pensados como um fluxo
aditivo unidimensional:

1234567 ..
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A semente (em negrito) é a unidade e a regra é simplesmente
somar uma unidade ao termo precedente. Os ndimeros de
Fibonacci resultam do uso da mesma semente e a regra de
somar os dois termos precedentes?:

11235813 ...

O tridngulo de Pascal ¢ um fluxo aditivo bidimensional,
seguindo a regra somar o elemento a esquerda com o acima

(nij = nz’j—1+ni—1j):

1111111,
1234567 ..
13610152128 ...

Os fluxos aritméticos sempre usam, portanto, regras recursi-
vas; isto €, os novos termos da sequéncia sio determinados
por um ou mais termos precedentes. Se olharmos o processo
em reverso, teremos um instrumento de andlise: as diferengas
de diferengas. O tridngulo de Pascal ilustra o método de and-
lise, pois cada linha é composta das diferencas entre elementos
sucessivos da préxima linha. A mesma técnica é aplicada a flu-
xos unidimensionais. No caso do fluxo dos nimeros naturais,
as diferencas sdo constantes, a unidade:

111111...
1234567 ..

2 Subentendemos que, no primeiro passo, em que nio temos dois termos preceden-
tes, a semente é simplesmente repetida (somada com nada). Alternativamente,
podemos usar duas sementes: 112 3...
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Para o fluxo de nimeros triangulares, é necessirio achar as
diferencas das diferengas antes de descobrir uma linha de dife-
rengas constantes:

11111 ..
234567 ..
1 3 6 10 15 21 28

No entanto, ndo ¢ sempre possivel analisar um fluxo em ter-
mos de diferencas constantes. Os nimeros de Fibonacci é um
bom exemplo disto, pois as diferengas sdo os préprios nimeros
de Fibonacci:

112358 ..
11235813 21

H3a ainda vérias relagdes muito interessantes entre fluxos
aritméticos, tridngulos pitagéricos e outras estruturas mate-
mdticas. Para mais detalhes, ver Erickson e Fossa (2006).

Finalmente, observamos que o Crivo de Eratéstenes pode
ser visto como uma manipulagdo de fluxos aritméticos. J4 vimos
que os nimeros naturais podem ser representados como um
fluxo com semente 1 e regra somar 1. Da mesma forma, todos
os multiplos de um nimero 7 podem ser representados como
um fluxo com semente 7 e a regra somar 7:

n2n3ndnsn...

O crivo, entdo, é obtido por eliminar do fluxo dos nimeros
naturais todos os elementos, menos o primeiro, de cada fluxo
de multiplos de 7. Os primeiros pitagéricos, como jd indica-
mos, fariam isto por contagem em vez de multiplicagio.
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A Teoria dos Numeros de Euclides

Os Elementos de Euclides contém muito que é de natureza
aritmética ou algébrica. As tltimas duas proposi¢ées do Livro
I sdo o Teorema de Pitdgoras e seu reciproco. A maior parte
do Livro II estabelece certas identidades algébricas, o Livro
V trata da teoria de Eudoxo de proporgio, o Livro VI aborda
transformacoes de propor¢des e os Livros VII, VIII e IX tra-
tam da aritmética dos ndmeros inteiros (o Livro X aborda
certos tipos de irracionais). Mesmo assim, o tratamento é estri-
tamente geométrico, tanto na enunciagio dos teoremas, quanto
nas suas demonstragoes.

A razio para a abordagem geométrica da Teoria dos
Numeros — e da Algebra em geral —, segundo a grande maioria
dos historiadores da matematica, é encontrada na descoberta
da incomensurabilidade. Dois segmentos sdo incomensuréveis
se nio existe uma unidade de mensuragcdo que mede os dois
um numero inteiro de vezes. A descoberta é equivalente a des-
coberta dos nimeros irracionais. Por exemplo, se um quadrado
tem lado s, entdo a sua diagonal serd sV2. A descoberta gerou
uma crise entre os pitagdricos, pois, segundo a teoria pitagérica,
tudo era explicdvel em termos de nimeros naturais e razdes e
propor¢des entre nimeros naturais. No entanto, hd muitas coi-
sas, como a diagonal de um quadrado de lado racional, que nio
pode ser explicadas desta forma. Embora a aritmética tenha
se provado incapaz de lidar com tais coisas como a referida
diagonal, a geometria lidava com elas sem problemas. Assim, a
geometria se tornou o protétipo da matemadtica para os gregos.

Depois de reconsiderar o argumento, porém, acho que
nio ¢ muito plausivel. Em primeiro lugar, a crise foi de curta
duragdo. A incomensurabilidade foi descoberta por Hipaso
de Metaponto, um pitagérico da segunda geragio, e o pro-
blema foi resolvido por Eudoxo, contemporaneo de Platio
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na terceira geragdo de pitagéricos. Desta forma, ndo houve
o tempo suficiente para se estabelecer uma tradi¢io geomé-
trica que se sobreporia a aritmética. Além disto, a solugdo
de Eudoxo ¢ essencialmente aritmética e ndo geométrica, e,
em qualquer caso, o problema dos incomensuraveis seria visto
como uma crise apenas dentro da irmandade dos pitagéri-
cos. Finalmente, como ji vimos, a aritmética e a geometria
eram altamente simbionticas desde os tempos do préprio
Pitdgoras; nao obstante, a aritmética e a musica era sempre
vistas, entre os pitagéricos, como mais primordiais do que a
geometria e a astronomia.

Concluimos, assim, que a incomensurabilidade nio foi a
causa da dlgebra geométrica dos gregos. O que, entdo, foi a
causa? Parece-me que hd duas razées basicas que levariam os
gregos a elaborar a Teoria dos Nmeros e a Algebra de forma
geométrica:

1. A aritmética ndo tinha um simbolismo simples e uni-
forme. Como ji vimos, toda a dlgebra, incluindo a
aritmética (Teoria dos Numeros), foi abordada reto-
ricamente até Diofanto. Houve uma proliferacdo de
termos técnicos para lidar com conceitos aritméti-
cos, mas nio foram muito eficientes. Em contraste, o
simbolismo geométrico era muito mais simples e os
procedimentos geométricos muito mais uniformes do
que os aritméticos.

2. Demonstra¢des matemdticas tomaram, devido ao tra-
balho légico de Aristételes, a forma de dedugbes dentro
de um sistema axiomadtico. No entanto, uma axiomati-
zagdo da aritmética simplesmente ndo foi encontrada
pelos gregos. Em contraste, os mesmos tiveram muito
sucesso em axiomatizar a geometria.
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Na verdade, os padrdes de expressio formal e os parimetros de
rigor de demonstragio se desenvolveram espetacularmente no
campo da geometria e a aritmética ndo conseguiu acompanhar
este desenvolvimento. Desta forma, tornou-se mais comum de
se expressar e de fazer demonstra¢des geometricamente. Isto
ndo quer dizer que o conteido geométrico era visto como mais
importante do que o conteido aritmético. Como ja mencio-
namos, o verdadeiro era justamente o contrdrio. Observamos
ainda, porém, que as relagdes aritméticas sio extremamente
abstratas e modelos geométricos ajudam a visualizar estas rela-
¢oes. Assim, podemos destacar uma razio, talvez subsididria,
para a primazia da geometria entre os gregos:

3. A geometria era usada para modelar relagées aritméti-
cas, tornando-as menos abstratas.

Esta terceira razio é consoante com a natureza fenome-
noldgica da matemitica grega que destacamos acima. Nio
obstante, devemos observar que, mesmo dado a predominan-
cia de modos geométricos de expressio, houve uma tradigio
continua de elaborar partes da matemitica sagrada entre os
pitagéricos de forma aritmética, como ¢ atestada pelas obras
de Nicomaco, Téon e Diofanto, bem como pela “matemitica
recreativa’.

No inicio de Livro VII dos Elementos de Euclides, ha uma
lista de 22 defini¢oes aritméticas na tradi¢do pitagérica. Os
termos unidade, niimero, par, impar, e primo sio todos definidos
na referida maneira. Os teoremas demonstrados tratam do
MDC e do MMC, de maneiras de manipular propor¢des e
primos entre si. Proposi¢do VII.19, por exemplo, é equivalente
a seguinte proposi¢io: a:b::c:d < ad = be. Livro VIII aborda
propor¢des continuadas e algumas propriedades de quadrados
e cubos. Proposi¢oes VIII.11 e 12 enunciam o Teorema de
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Platao, isto é, hd uma média geométrica integral entre dois
numeros quadrados e duas médias continuadas integrais entre
dois nimeros cubos. Proposi¢des VIII.18 e 19 generalizam
estes resultados para nimeros planos e sélidos semelhantes. No
caso de nimeros planos, por exemplo, se ab e cd sio semelhantes
entdo &c é a sua média geométrica, pois por hipétese, a:4::c:d,
portanto, a:c:b:d e, consequentemente, ab:bc:beicd. Os
teoremas do Livro IX abordam produtos de quadrados e cubos,
nimeros primos e propriedades dos nimeros pares e impares.
Proposi¢ao IX.11 é equivalente & nossa lei de expoentes, o™
= a"a", e ¢ demonstrada usando propor¢des continuadas. A
unicidade da decomposi¢io em fatores primos é demonstrada
em Proposi¢io IX.14 e, em IX.20, ¢ demonstrado que ha um
numero infinito de primos. A demonstragio desta é a mesma
usada até hoje, por redugio ao absurdo. Proposi¢io IX.35 dd a
soma dos termos de uma progressio geométrica.

A Teoria dos Numeros de Nicomaco e Téon

Os textos de ambos Nicomaco e Téon foram escritos com
a inten¢do expressa de expor a matemdtica necessdria para a
compreensio do pensamento platonico. Desta forma, embora
escritos no segundo século, deveriam conter apenas a mate-
matica dos primeiros pitagéricos. No entanto, devem ter sido
incluidos alguns resultados mais recentes, pois provavelmente
nio se tinham meios de discernir, em muitos casos, entre o
mais recente e o mais velho.

A maior parte da Introdugio a Aritmética de Nicomaco é
contida em Euclides, mas aqui o contetdo é exposto em forma
aritmética e inteiramente retérica. Menciona explicitamente
o crivo de Eratéstenes e ndimeros perfeitos, abundantes e
deficientes; destes Euclides s6 menciona os perfeitos IX.36.
Nicomaco também dd muita atengdo aos niimeros figurados.
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O texto de Téon, Matemdtica Util para Compreender Platdo,
é semelhante a Introducdo a Aritmética no seu conteido arit-
mético, mas é mais compacto, contém mais matéria e aborda,
além da aritmética, assuntos da musica e da astronomia. Téon
da defini¢oes recursivas para nimeros laterais e nimeros dia-
gonais da seguinte forma:

L1=1 e D1=1
Ly+1=Lyn+Dy Dy+1=2L»+Dy

A razio Dy;:Ly, tende para V2 quando 7 tende para o infinito.
De fato, a convergéncia ¢ relativamente rapida, pois para 7=10,
a aproximagdo é correta para seis casas decimais (ver Fossa,
1997).

Tanto Nicomaco, quanto Téon mostram certa tendéncia de
incorporar elementos de um misticismo ingénuo no seu pen-
samento. Mesmo assim, ndo parecem tdo encantados com este
tipo de especulagio quanto, por exemplo, Plutarco (46?-120?) e,
de fato, sdo, quando usados com cautela, duas das mais impor-
tantes fontes para a matemadtica dos primeiros pitagdricos.

A Teoria dos Numeros de Diofanto

Como ji vimos, Diofanto foi um dos primeiros matemd-
ticos a usar abreviagdes extensivamente e sistematicamente,
tornando a sua dlgebra sincopada, em vez de retérica. Além
da Aritmética, escreveu um outro livro que seria do nosso inte-
resse, Sobre Niimeros Poligonais, mas o mesmo foi perdido, com
exce¢do de um fragmento. Provavelmente escreveu os Porismas,
também sobre a Teoria dos Numeros. Os Porismas estio perdi-
dos, mas Diofanto, na Aritmética, menciona alguns resultados
daquela obra, o que nos dd uma pequena ideia do que deveria
ter sido o seu conteddo. Assim, os teoremas mais importantes
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dos Porismas parecem ser os que abordam a questio de expres-
sar um ndmero como a soma de dois, trés ou quatro quadrados.

Quando pensamos em equagdes diofantinas, geralmente
entendemos equag¢des indeterminadas com solugdes inteiras.
No entanto, na Aritmética de Diofanto, que também trata de
equagdes determinadas de primeiro e segundo graus, as solu-
¢oes das equagdes indeterminadas sio normalmente restritas
aos racionais positivos. Diofanto nio tem uma regra ou proce-
dimento geral para resolver equagdes, mas usa frequentemente
a regra de “falsa posi¢io” (faz uma estimativa conveniente e usa
a regra de trés para obter a solugdo correta), jd conhecida pelos
antigos egipcios. Também usa as propriedades da igualdade
para transformar equagdes noutras equivalentes. H4 um exem-
plo de uma equagio cibica na Aritmética (Livro VI, problema
17), a saber:

+2x+3 = 3+3x=3x>—1.

A solugdo é simplesmente anunciada como x = 4, sem qual-
quer indica¢do de como foi determinada. Heath (1981, v. 11, p.
465) conjetura que ele reduziu a equagio a

x+x = 4xP+4

e dividiu pelo fator comum x?+1. Também aborda alguns casos
de equagbes simultineas.

As equagdes indeterminadas tratadas por Diofanto na
Aritmética sio geralmente de grau 2 ou 3, mas hd um exem-
plo de uma equagido de grau 6 e alguns de grau 4. Equacoes
simultineas sdo tratadas, frequentemente no contexto de fazer
duas fungdes iguais a um ou dois quadrados ou cubos. De
novo, s6 solugdes racionais positivas sdo permitidas, o que leva
Diofanto a colocar limites para os valores de uma das varidveis.
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No entanto, ele estd ciente, pelo menos em alguns casos, que
certas equagbes tém um numero infinito de solugées (Livro
VI, Problema 12). Nio parece ter, porém, uma teoria tinica ou
procedimento uniforme para a resolugio dos problemas. Cada
problema é tratado individualmente através de artificios, as
vezes, engenhosos.

Eves (1995, p. 208), por exemplo, traz alguns problemas
da Aritmética ja traduzidos para o portugués. Vejamos alguns
exemplos:

Problema 5, Livro 111: Encontre trés nime-
ros tais que a soma de todos é um quadrado
e a soma de dois quaisquer deles também é
um quadrado. (Resposta de Diofanto: 80,
320,41)) ...

Problema 10, Livro IV: Encontre dois nime-
ros tais que a sua soma ¢ igual & soma de seus

cubos. (Resposta de Diofanto: 5/7 ¢ 8/7.) ...

Problema 1, Livro VI: Encontre um tridngulo
pitagérico em que a hipotenusa subtraida de
cada um dos catetos é um cubo. (Resposta

de Diofanto: 40, 96, 104.)

A solugio de problema VI.1 é interessante. Diofanto consi-
dera o tridngulo com lados (x, y, 2) = (2mn, n*—m?, n*+m?),
usando a férmula babilonica para tridngulos pitagéricos. Desta
torma, n*+m*—(n’*—m?) = 2m?* = a* e n*+m*~2mn = b, para algum
a e b. Da primeira equagio, ¢ evidente que z—x serd um cubo
para 7z = 2. Assim, ele coloca 2 para m na segunda equagio, a
qual se reduz a 7*+4—4n = (n—2)? = 4*. Diofanto entdo conclui
que, desde que (7—2)? é um cubo, entdo #—2 é um cubo tam-
bém, ou seja, n—2 = ¢ e, portanto, n = c+2. Parac=2,7n=10¢
(%, y, 2) = (40, 96, 104), é a solugio dada por Diofanto. E claro

que, para cada ¢ > 2, teremos um novo tridngulo satisfazendo

37



as condig¢des do problema e, portanto, hd um nimero infinito
de solucdes. E interessante observar, porém, que a solugio do
Diofanto nio é a menor, pois ainda tem a possibilidade de ¢
ser igual a 1. Neste caso, 7 = 3 e, desde que 7 ainda € 2, (x, y,
z) seria (12,5, 13), o que é uma solu¢io. Heath (1981, v. 11, p.
467) faz uma observagio semelhante referente a0 Problema 10

do Livro III.
A Teoria dos Numeros da Idade Média e Renascimento

Como ja indicamos, parece que Diofanto foi um dos
ultimos matemadticos da tradi¢do pitagérica. Devemos lem-
brar que, para os pitagéricos, a matemdtica, especialmente
a Teoria dos Numeros, tinha um aspecto sagrado e, por-
tanto, a doutrina inteira ndo foi publicada. Além disso, a
referida tradi¢do ndo era uma sé escola de pensamento, em
que a doutrina foi passada fielmente de geragdo em geragio.
Muito pelo contririo, era uma multiplicidade de escolas com
pontos de vista semelhantes que embarcaram num projeto
de pesquisa, baseado na pressuposi¢do pitagérica de que a
matemdtica nos d4 acesso ao /ggos do mundo. Naturalmente,
houve virios niveis de acesso aos ensinamentos esotéricos de
Pitdgoras e os primeiros pitagéricos e cada escola desenvol-
veu a doutrina em maneiras diferentes, resultando em teorias
conflitantes dentro da prépria tradigdo. Tudo isto provocou
certa degeneragdo em muito do pensamento dentro desta
tradi¢do e, como ji vimos, na época de Nicomaco e Téon,
este processo de degeneragio era ja avangado.

O mais notdvel matemdtico pitagérico depois de
Diofanto foi, provavelmente, Hipétia (?-415), lider da escola
neoplatdénica em Alexandria. Embora o neopitagorismo / neo-
platonismo tivesse sido completamente assimilado pela igreja
cristd, Hipatia se interessou pelo paganismo. Em consequéncia
da difamagdo contra ela, praticada pelo bispo Cirilo, Hipatia

38



foi torturada e morta por um bando de populares — pelo menos,
¢ assim que a estéria é contada. Aparentemente a morte cruel
de Hipatia foi o suficiente para afastar de Alexandria os pen-
sadores mais criativos. Ainda houve alguns pensadores, como
Proclo (410?-485), Boécio (475?-525?) e Simplicio (/7.530)
que tiveram muita afinidade com os pitagéricos, mas que nio
parecem ter sido grandes inovadores. Logo depois da morte
de Hipatia, a Roma foi capturada, em 476, pelos barbaros e,
em 529, o Imperador Justiniano decretou o fechamento da
Academia ateniense. Finalmente, a biblioteca de Alexandria
foi queimada em 641. Com este ato imperdodvel, o maior
acervo de “livros” (papiri) que o mundo havia visto até entdo foi
destruido e muitas obras raras, incluindo algumas obras pita-
goricas, foram, provavelmente, perdidas para sempre.

Depois da destrui¢io da biblioteca de Alexandria, a tra-
di¢do pitagérica continuaria a influenciar muitos pensadores.
No entanto, a continuidade da tradi¢ao foi quebrada e os futu-
ros “pitagéricos” teriam de reconstruir a tradi¢io. Inicialmente,
isto foi feito através de textos como alguns didlogos de Platio,
como partes do Timeu e da Repiiblica, que nio foram perdidos,
mas que ndo eram tratados sistemdticos sobre a matemdtica
pitagérica. Mais tarde, outros textos foram achados, geral-
mente através de tradugdes do drabe; no entanto, a grande
maioria destes eram, como os de Nicomaco e de Téon, intro-
dutérios e nio abordavam a teoria esotérica em profundidade.
Consequentemente, as obras de certos investigadores, como,
por exemplo, Marsilio Ficino (1433-1499), embora sejam uteis
quando usadas com a devida cautela, ndo podem ser considera-
das como fontes primdrias em rela¢do a tradi¢do antiga.

A grande inovagdo neste periodo é a padroniza¢io do
sistema numérico em torno dos numerais hindu-aribicos e
um sistema de notagio posicional, usando a base 10. O uso
do dbaco para efetuar os cilculos foi gradativamente substi-
tuido por algoritmos. A maioria dos textos aritméticos deste
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periodo explica o novo sistema, defendem sua eficicia relativa
ao uso do dbaco, ensinam algoritmos para as quatro opera-
¢oes fundamentais, bem como a extragio de raizes quadradas
e cubicas, e fazem aplicagdes ao comércio. Assim, a pala-
vra aritmética acabou perdendo a sua acepcio de Teoria dos
Numeros no sentido mais geral e ficou restrita aos assuntos
aqui enumerados.

O Liber Abaci (Livro de Cdlculos) de Leonardo Pisano
(1175?-1250), conhecido como Fibonacci, foi publicado em
1202 e é provavelmente a mais importantes destas novas arit-
méticas. Nesta obra, Pisano nio somente explica os novos
métodos de calcular, mas também os fundamentam em uma
maneira matematicamente rigorosa. Além disto, aborda alguns
problemas indeterminados e geralmente, em contraste a
Diofanto, restringe as solugdes a nimeros inteiros, quase sem-
pre dando a solugdo minima.

Em Fibonacci (2002, p. 404), achamos o seguinte problema

interessante:

A certain man had one pair of rabbits toge-
ther in a certain enclosed place, and one
wishes to know how many are created from
the pair in one year when it is the nature of
them in a single month to bear another pair,
and in the second month those born to bear
also.

Pisano resolve o problema por colocar em sequéncia o nimero
de pares de coelhos depois de cada més: 1, 2, 3, 5, 8, 13, ...
Assim, no inicio, houve apenas um par de coelhos; depois de
um més, dois pares; ezc. Ele conclui que depois de doze meses
ha 377 pares de coelhos. Ele observa ainda que cada novo
elemento na sequéncia ¢ a soma dos dois elementos imedia-
tamente precedentes, o que permite calcular quantos pares de
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coelhos haveria depois de qualquer nimero de meses que qui-
sermos. A sequéncia, ¢ claro, é a dos “nimeros de Fibonacci”
que ja identificamos como um objeto de estudo dos primeiros
pitagéricos. O préprio Pisano, porém, no investigou as pro-
priedades da mesma; de fato, a sequéncia de Fibonacci s6 seria
retomada mais tarde por Edouard Lucas no século XIX.

Em 1225, Pisano publicou o Liber Quadratorum (Livro
de Quadrados). Com esta obra ele se consagrou como o mais
importante matemdtico no campo da Teoria dos Numeros
entre Diofanto e Fermat. De fato, aborda teoremas que jd
tinham sido propostos por Diofanto, mas inova nos métodos
que usa para resolvé-los. Proposi¢io 23 por exemplo é

I wish to find three squares so that the sum
of the first and the second as well as all three
numbers are square numbers. (Fibonacci,

2002, p. 105.)

A proposi¢io ¢ nada mais do que Problema IIL5 (citado
acima) da Aritmética do Diofanto, com algumas das condi¢oes
relaxadas.

0 Papel da Matematica Recreativa

H4 ainda um fenémeno interessante que estéd relacionado
com a Teoria dos Numeros. Trata-se da “matemadtica recrea-
tiva”. A matemdtica recreativa geralmente é centrada em torno
de desafios intrigantes, adogados com uma pitada de humor.
Frequentemente, o aspecto lidico do problema esconde um
propésito mais sério, embora seja necessario estar de posse de
alguma informagio arcana para ter a chave deste propdsito. J4
vimos um exemplo deste fenémeno acima no problema sobre

a idade de Diofanto.
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A matemadtica recreativa tem uma longa histéria e virios
problemas sio repetidos, reformulados ou ndo, através dos
séculos.® Gillings (1982), por exemplo, alega que pelo menos
dois problemas do Papiro Rhind sio de natureza recreativa.
Um deles reaparece em varios lugares, incluindo o Liber Abaci
de Pisano, e é ligado, segundo Ore (1988) a uma cantiga infan-
til inglés. Arquimedes resolve um problema no qual se pede
achar o nimero de touros e vacas, sendo eles de quatro cores
diferentes. O problema, no entanto, ¢ muito dificil, recaindo
em numeros extremamente grandes para a época. Desta forma,
o problema parece ser uma plataforma para Arquimedes mos-
trar seus poderes prodigiosos de calculo.

Talvez o primeiro livro sobre a matemdtica recreativa seja a
Antologia Grega,uma colegdo de problemas aritméticos compi-
lados por Metrodoro (fim do século V ou inicio do século VI).
Na verdade, o problema sobre a idade de Diofanto se encontra
nesta cole¢io. Pelos padrées modernos, porém, o aspecto lidico
¢ bastante reduzido na maioria destes problemas.

Com o passar do tempo, a matemdtica recreativa ficou mais
popular e foram publicados sempre mais livros contendo este
tipo de material. Continham problemas da 16gica e de todas as
dreas da matemadtica elementar. Mas, o que nos interessa aqui
¢ a sua importincia para a Teoria dos Nimeros. Lembramos
que, desde a época da ruptura da tradigdo pitagérica, ndo houve
um desenvolvimento sistemdtico da Teoria dos Numeros,
mas apenas alguns tratados especificos, dos quais se destaca
o Liber Quadratorum de Pisano. A situagio ficou ainda mais
complicada porque a Teoria dos Numeros tem poucas aplica-
¢Oes praticas e, portanto, os matemdticos direcionaram a sua
atengio, primeiro, para a nova dlgebra e, depois, para o Calculo

3 Virios exemplos foram estudado por Josinalva Estdcio Menezes na sua tese de
doutorado sob a minha diregéo.
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emergente. Desta forma, o Gnico lugar em que os matemadticos
encontravam problemas referentes a Teoria dos Numeros, além
dos sobre o que é conhecido hoje como a aritmética elementar,
era precisamente na matemadtica recreativa. Assim, problemas
isolados sobre equag¢bes indeterminadas ou as propriedades de
numeros figurados, por exemplo, foram abordados de vez em
quando de tal maneira que a Teoria dos Nimeros nunca foi
completamente esquecida.

Finalmente, notamos que um dos pensadores interessa-
dos na matemadtica recreativa foi o francés, Claude Gaspar
de Bachet. Em 1612, ele publicou uma cole¢io de problemas
chamada Problemes plaisants et délectables. Continha vérios pro-
blemas em que se pede adivinhar um ndmero, dadas certas
condi¢bes. Foi provavelmente o interesse de Bachet neste tipo
de problema que o levou até a Aritmética de Diofanto. Mas,
seja isto como for,em 1621, ele editou a Aritmeética, fornecendo
uma tradugio latina, bem como uma anilise do texto. Era pre-
cisamente este texto que despertou a fascinagdo de Fermat com
a Teoria dos Numeros.

ATeoria dos Numeros de Fermat

Pierre de Fermat (1601?-1665), filho de um comerciante
francés, recebeu uma educagio tradicional em linguas antigas
(latim e grego) e obteve um posto como “conselheiro” junto
a0 “parlamento” regional de Toulouse. Em contraste ao Pisano
que havia viajado muito, Fermat raramente saia da regido de
Toulouse. No entanto, mantinha correspondéncia extensiva
com muitos dos mais importantes matematicos da sua época
e era nestas comunicagdes, colecionadas depois da sua morte
por seu filho Samuel, que muitos dos seus resultados foram
anunciados. Também escreveu sobre geometria, o Célculo e a

probabilidade.
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Um dos seus primeiros resultados foi a formula
" n+m-l n+m-J
m-1 = " m

Como ocorre frequentemente com Fermat, ele tampouco deu
sua demonstragio deste resultado. Weil (2001, p. 49) conjetura
que a mesma era por indugdo matemdtica, cuja primeira expli-
citagdo clara tinha sido feita, alguns anos antes, por Pascal.
Interessantemente, quando 7 = 2,

GEEY)|

! . . ,
oquesereduz a%.,ou sej a,(n+1) Agsim temosos ntimeros
n+ 2

triangulares. Logo no inicio da sua carreira, Fermat se inte-
ressou por estes nimeros e enunciou que todo nimero ¢ a
soma de, no maximo, trés nimeros triangulares, quatro nime-
ros quadrados, cinco nimeros pentagonais, ezc. Este resultado
intrigou varios matematicos, como Euler e Gauss, e contribuiu
para que estes se interessassem na Teoria dos Numeros. O caso
dos quadrados ¢ especialmente dificil, mas foi demonstrado
por Lagrange em 1770. Pelos exemplos dados acima, podemos
ver que questdes sobre a soma de quadrados foram sugeridos
por Diofanto e Fermat investigou vérias questdes deste tipo,
incluindo a questdo da representag¢do de nimeros pela soma ou
pela diferenca de dois quadrados e aplicou o resultado a fatora-
¢do de numeros grandes.

O teorema que afirma que, para p primo com 7 e p pri-
mos entre si, p divide 77'-1 é chamado o teorema pequeno
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de Fermat, pois foi enunciado por Fermat, mas demonstrado
posteriormente por Euler. Fermat também enunciou que x"+y”
= 2", uma generaliza¢io do Teorema de Pitdgoras, nio tem
solugdo para n > 2.J4 vimos que a decomposi¢do de um cubo
em dois cubos menores foi, provavelmente, investigada pelos
pitagéricos e certamente teria sido sugerida a Fermat pela sua
leitura de Diofanto. O resultado é conhecido como o Ultimo
Teorema de Fermat e, embora este tenha afirmado que tinha
uma demonstrag¢ido para o mesmo, nunca a publicou. De fato,
o teorema foi demonstrado sé recentemente, usando métodos
nio elementares.

Além destes e muitos outros resultados, Fermat também
inventou um método geral para efetuar demonstragdes, cha-
mando-o de método da descida infinita. A chave do método
é, supondo-se uma solugio de um problema, achar outra solu-
¢do menor. Assim, por exemplo, para demonstrar que nao hd
tridngulos pitagdricos cuja drea ¢ um nimero quadrado, Fermat
supde que haja; em seguida, mostra como a referida suposi¢io
implica na existéncia de um outro tridngulo pitagérico com
drea quadrado, tendo, no entanto, uma hipotenusa menor do
que a hipotenusa do tridngulo original (para detalhes, ver Weil,
2001, p. 77). Uma vez que isto é feito, podemos iterar o pro-
cesso quantas vezes que quisermos. Desta forma, deve haver
um ndmero infinito de tridingulos satisfazendo a condi¢io
proposta. As suas hipotenusas formam uma sequéncia infinita
estritamente decrescente, o que é impossivel porque sé tem um
nimero finito de nimeros entre qualquer dado nimero natural
A (a hipotenusa original) e 1. (De fato, o menor hipotenusa de
um tridngulo pitagérico é 5, mas isto ndo modifica a esséncia da
demonstragio.) A contradigdo mostra que a suposi¢do ¢ falsa e,
portanto, nio ha tridngulos pitagéricos com drea quadrada.

O método da descida ¢, de fato, baseado no Principio de Boa
Ordenagio: todo subconjunto dos inteiros que tem uma cota
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inferior tem um minimo. Este principio nio era exatamente
novo, nem na época de Fermat. Euclides faz uso do mesmo
principio, por exemplo, na demonstragdo de Proposi¢ao VIL.31,
onde afirma que, dado qualquer nimero composto, podemos
achar um primo que o mede (isto é, que o divide),

For if it is not found, an infinite series of
numbers will measure the number A, each
of which is less than the other; which is
impossible in numbers.

Mesmo assim, Fermat codificou o método, fazendo-o
um objeto de estudo matemdtico e usando-o sistematica-
mente nas suas investigacdes sobre a Teoria dos Numeros.
Interessantemente, Pascal, como ji observamos acima, havia,
alguns poucos anos antes, feito o mesmo em referéncia ao
Principio de Indugdo Matemidtica — um principio que é equi-
valente ao da Boa Ordenagio.

Conclusao

A fascinagdo do homem pelo nimero parece ser tio antiga
quanto o préprio homem. No entanto, foi com Pitigoras que o
nimero ganhou a posi¢io central de fornecer ao homem o /Ggos
do mundo. Os primeiros pitagéricos comegaram o estudo sis-
tematico da Teoria dos Numeros, definindo os conceitos mais
elementares e investigando relagdes numéricas usando os ins-
trumentos de fluxos aritméticos e modelos geométricos. Virios
destes resultados foram sistematizados por Euclides dentro
do seu sistema axiomdtico nos Elementos. Nicomaco e Téon
fizeram o mesmo, usando a dlgebra retérica. No entanto, nio
podemos esperar que todos os aspectos da matemadtica sagrada
tenham sido publicados. Diofanto continuava nesta tradicio,
inovando em relagdo ao desenvolvimento de uma dlgebra
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sincopada, mas abordando assuntos tradicionais. Logo depois
de Diofanto, a continuidade da tradi¢ao pitagérica foi quebrada
e a Idade Média / Renascenga se preocupa com a aritmética
baseada em algoritmos, usando numerais hindu-arabicos. A
influéncia pitagdrica, no entanto, ainda seria marcante, como
mostra a investiga¢do de Pisano sobre quadrados e o interesse
de Fermat nesta drea da matemadtica através do seu estudo da
Aritmética de Diofanto. As questdes levantadas por Fermat
seriam o ponto de partida para as investigacdes da moderna
Teoria dos Numeros.
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Sobre o Pentagrama como um Emblema Pitagodrico

John A. Fossa

egundo Aristételes (Metafisica, A5), os pitagéricos pensa-

ram que o primeiro principio de todas as coisas ¢ nimero

e que o mundo é organizado por nimero em harmonia,
ou seja, por razdes e propor¢oes. Por “nimero”, entende-se
nimeros inteiros positivos. Sem muito demora, no entanto,
os préprios pitagéricos descobriram que certos segmentos
sdo incomensurdveis, isto é, nio tém uma medida comum. A
descoberta, equivalente, em termos modernos, a descoberta
dos nimeros irracionais, significava, segundo a interpretagio
padrio, que ha coisas no mundo que nio podiam ser organi-
zado pelo nimero em harmonia. Kurt von Fritz (1945, p. 260)
defende essa interpretagdo enfaticamente:

The discovery of incommensurability must
have made an enormous impression in
Pythagorean circles because it destroyed
with one stroke the belief that everything
could be expressed in integers, on which
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the whole Pythagorean philosophy up to
then had been based. This impression is
clearly reflected in those legends which say
that Hippasus was punished by the gods for
having made public his terrible discovery.

Hipaso de Metapontum, um dos primeiros pitagéricos, supos-
tamente fez a descoberta na sua investigacio do pentigono
regular, precipitando assim uma crise entre os pensadores
pitagéricos, que s6 seria resolvida duas ou trés geragdes mais
tarde com a nova teoria de propor¢oes de Eudoxo; a nova teo-
ria, segundo a referida interpretagio, estabeleceu a geometria
como a mais importante ciéncia matemadtica para os gregos
antigos. O fato de que a descoberta, que supostamente mostrou
a insustentabilidade do pitagorismo, foi feito em rela¢do ao
pentigono é bastante irdnico, pois o pentagrama (o pentigono
estrelado) era um emblema importante desses pitagéricos.

A interpretagio recontada no pardgrafo anterior é a
explicagdo padrio dada pelos historiadores e os filésofos da
matemadtica'. Alguns historiadores, contudo, tém questionado
a referida explicagdo. D. H. Fowler (1987, p. 304), por exem-
plo, afirma que a descoberta ndo teria sido vista, no contexto
da matemdtica ndo axiomdtica dos primeiros pitagéricos, como
incorrendo qualquer dificuldade especial e que a suposta crise
foi uma inven¢do de escritores posteriores. Como evidéncia
para sua interpretacio, Fowler observe que nenhum dos comen-
tadores anteriores, incluindo Aristételes, atribuiu qualquer
importancia especial a descoberta da incomensurabilidade para
o programa pitagérico. Para razées um tanto diferentes, come-
cei, em Fossa (2003), a me afastar da interpretagio padrdo por
caracterizar a ascensio da geometria em termos praticos, porém

1 Ver, por exemplo, Boyer (1974, p. 53), Eves (1995, p. 106) ¢ Wussing (1979, p.
39).

52



ndo tedricos, como devida ao fato de que os gregos conseguiram
achar um sistema axiomadtico para a geometria, mas nio para a
aritmética. No presente trabalho, farei outro desafio a interpre-
tagdo padrio por tentar responder as duas seguintes perguntas:

1. Qual aspecto do pentagrama o fez um emblema apro-
priado para os pitagéricos?

2. O que foi a relagdo entre os nimeros figurados e as
figuras geométricas?

Antes de tentar responder a essas duas perguntas, porém,
serd interestante estabelecer a necessidade prima facie para um
novo desafio a interpretagdo padrio. Mas, é facil ver isto, pois se
a interpretacdo padrio fosse correta, esperarfamos que o pita-
gorismo tivesse sido desacreditado imediatamente. Sabemos,
no entanto, que isto nio aconteceu. Muito pelo contrério, nio
somente sobreviveu durante as duas ou trés gera¢oes que foram
necessdrias para resolver a “crise”, mas, de fato, atraiu, durante
esse periodo, alguns dos principais pensadores da época,
incluindo Arquitas, Platio e Eudoxo. Como ¢ que isto poderia
ter acontecido? Esperamos que, ao responder as duas perguntas
lancadas no pardgrafo anterior, poderemos fazer uma explica-
¢do melhor dos acontecimentos histéricos.

0 Pentagrama era Emblematico de Qué?

Visto que o principio maior do pitagorismo era que tudo é
numero e harmonia, poderiamos esperar que o emblema pita-
gorico refletiria essa doutrina. No entanto, ¢ dificil ver como o
pentagrama representaria o referido principio. Na verdade, o
aspecto visual mais notédvel do pentigono, como pode ser visto
na Figura 1, é que suas diagonais formam o pentagrama e, por-
tanto, um novo pentigono no interior do pentdgono original.
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Figura1

Essa propriedade auto-reprodutiva do pentigono evoca
imediatamente outro principio bésico do pitagorismo — o de
metempsicose, a transmigragio ou reencarna¢io da alma — e
proponho que ¢ exatamente essa doutrina que o pentagrama,
como emblema, significava.

Mesmo assim, devemos ainda perguntar: “Porque o pen-
tigono?” Porque ndo escolheram um hexdgono estrelado, ou
um heptdgono estrelado? Estes poligonos, bem como outros,
exibem a mesma propriedade auto-reprodutiva. A Figura 2
mostra isto para o hexdgono, enquanto a Figura 3 mostra um
heptigono com todas as suas diagonais.

Figura 2 Figura3
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Hi tantas diagonais no heptigono que ndo é muito fécil
interpretar a Figura 3. De fato, porém, as diagonais do heptd-
gono reproduzem o heptigono duas vezes — uma vez através
de um heptigono estrelado com lados compridos e uma vez
através de um com lados pequenos (por dentro de uma estrela
com lados muito compridos). Os dois casos sio separados em

Figuras 4 e 5.

Figura 4 Figura 5

A auto-reprodugio reduplicada do heptigono deve-se
ao fato de que tem diagonais de dois tamanhos diferentes.
Quando desenhamos todas as diagonais do tamanho menor,
o do segmento AC, obtemos o heptigono com lados com-
pridos (Figura 4). Em contraste, quando desenhamos todas
as diagonais do tamanho maior, o do segmento AD, obtemos
o pentigono de lados pequenos (Figura 5). Ha também no
hexdgono diagonais de dois tamanhos diferentes. As menores
produzem o hexdgono estrelado, mas os maiores se encontram
no centro do hexdgono original, repartindo-o em seis tridngu-
los equildteros. Esses resultados sdo tipicos para poligonos de
um nimero par e de um nimero impar de lados. O octégono,
por exemplo, tem trés tipos distintos de diagonais, dois dos
quais produzem octégonos estrelados (com algumas diferencgas
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que nido serdo importantes no presente contexto) e um que
reparte o octégono em oito tridngulos isésceles; o nondgono
também tem trés tipos distintos de diagonais, das quais todas
produzem nondgonos estrelados (de novo, com algumas dife-
rengas que podemos desprazer aqui).

O tridngulo ndo tem diagonais e os diagonais do quadrado
se encontram no centro do quadrado, repartindo-o em qua-
tro meio-quadrados. Para obter os dois quadrados que estes
compdem, porém, seria necessdrio recortar e colar esses com-
ponentes. Ha, é claro, uma maneira muito ficil de decompor
o quadrado em quatro quadrados, usando as mediatrizes de
lados adjacentes, mas isto parece ser uma operagio bastante
diferente. Assim, o pentdgono, com um tnico tipo de diagonal,
¢ o tipo mais simples e visualmente mais notavel dos poligonos
auto-reproducentes. Para esta razio, é provivel que teria sido
considerado o0 Modo Eminente? destas figuras e, portanto, o
mais apropriado, entre o poligonos, a ser usado como emblema.

Ainda hd outra (e inesperada) razido para a qual o pentigono
seria o poligono mais apropriado para representar a metempsi-
cose. E relacionada ao tridngulo retingulo (3, 4, 5). Segundo
Roger Herz-Fischler (1998, p. 56-57), os babilénios pensa-
ram que quando o pentigono ¢ repartido em cinco tridngulos
is6sceles congruentes por linhas do seu centro (ou melhor, do
centro da circunferéncia circunscrita) para seus vértices (ver a
Figura 6), os tridngulos resultantes sdo o dobro do tridngulo
retangulo (3, 4, 5). De fato, isto ndo é um resultado exato, mas
apenas uma boa aproximagcio. Os babilénios, contudo, ndo dei-
xaram qualquer evidéncia que eram cientes desse fato.

2 Essa terminologia foi explicada em Fossa (1999), onde outros exemplos sdo

dados.
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Figura 6.

Aparentemente os egipcios usaram tridngulos retingulos
para representar a procria¢o, visto que identificaram a hipote-
nusa do tridngulo (3,4, 5) com o deus Hérus, o filho de Osiris,
representado pelo lado de tamanho 4, e Tsis, representada pelo
lado de tamanho 3. Isto ¢ inteiramente apropriado porque
todos os tridngulos retingulos sio decompostos em duas par-
tes semelhantes ao tridngulo original pela altura na hipotenusa,
como mostra a Figura 7. Mais tarde, Platdo usaria essa proprie-
dade do triangulo retingulo — novamente aplicada ao tridngulo
retangulo (3, 4, 5) — na sua doutrina sobre o “nimero geomé-
trico”, um artificio a ser usado pelos governantes da Republica
para ajudd-los a determinar o nimero correto de nascimentos
em cada classe social e, assim, manter a harmonia no Estado
(ver Erickson e Fossa, 2001). Voltando aos egipcios, Osiris e Isis
foram os protagonistas nos antigos mitos referentes a crenga
egipcia sobre a reencarnagio. Assim, pela sua associagio com o
tridngulo retangulo (3, 4, 5), o pentdgono teria herdado fortes
ligagbes com a ideia de metempsicose. Se esta interpretagio
é correta, a combinagio da qualidade de ser auto-reprodutivo
e sua associagdo com o tridngulo retingulo sagrado (3, 4, 5)
deveria ter feito o pentdgono um simbolo muito poderoso para
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os pitagéricos e isto explicaria porque foi escolhido por eles
como emblemitico da sua irmandade.

Figura 7.

Devemos observar que a evidéncia que liga o tridngulo
(3, 4, 5) ao mito egipcio de Osiris e Isis ¢ dada por Plutarco
num contexto em que interpreta esse mito em termos do
pensamento platénico. Nao obstante, como frequentemente
acontece com testemunhos antigos, embora a alegagio seja
literalmente falsa, podera ser metaforicamente verdadeira. Isto
é, estérias ou interpretagdes sdo inventadas a fim de expressar
uma verdade mais profunda. Assim, a ligacio do triangulo (3,
4,5) com a metempsicose egipcia de fato aponta para influén-
cia egipcia de algum tipo sobre os pitagéricos. De qualquer
forma, o complexo de influéncias reciprocas de fontes egipcias,
babil6nicas e 6rficas sobre o pensamento grego foi claramente
estabelecido por Walter Burkert (2004). Ainda mais B. L. van
der Waerden (1983) argumenta de maneira convincente que o
conhecimento de ternos pitagéricos, dados parametricamente,
foi uma descoberta pré-histérica, que foi transmitido para os
gregos de fontes estrangeiras. Na verdade, o tridngulo bésico do
“nimero nupcial” de Platdo, como reconstruido por Erickson e
Fossa (2001), ndo somente ¢ semelhante ao tridngulo (3, 4, 5),
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mas também parece® ocorrer no tablete babilénico Plimpton
322. Desta forma, parece ter evidéncia suficiente para tornar
plausivel a presente interpretagio.

Posto que temos respondido a primeira questdo langada
acima na maneira feita nos pardgrafos anteriores, nio parece
muito provavel que fosse Hipaso que descobriu a incomen-
surabilidade. Além do mais, é precisamente o mesmo cardter
auto-reprodutivo, que faz com que o pentigono seja um sim-
bolo apropriado para a metempsicose, que também revela
a incomensurabilidade. Isto deveria ter sido bastante claro
para os pitagéricos quando adotaram o pentagrama como seu
emblema. Assim, as estérias persistentes, embora mais tardias,
sobre Hipaso mostram o que deveria ter realmente aconte-
cido. De acordo com essas estérias, Hipaso naufragou em alto
mar, nio porque descobriu a incomensurabilidade, mas por-
que a revelou para ndo iniciados. Mas, se os pitagéricos que
adotaram o pentagrama como emblema estavam cientes da
incomensurabilidade, como agora parece ser o caso, Hipaso
ndo pode ser visto como alguém que foi punido por ter reve-
lado um segredo que iria desacreditar os pitagéricos. Deveria
ser visto, ao contrario, como sendo punido por ter revelado a
doutrina sagrada para quem nfo estava pronto para recebé-la e,
desta forma, profanado o conhecimento sagrado. De fato, dizer
a verdade, mesmo para envergonhar a irmandade, ndo parece
merecer puni¢io divina. Profanagio do sagrado, porém, seria
outra histéria!

3 Hai uma dificuldade na interpretagio deste tablete devida a auséncia do zero no
sistema de numeragdo babilénico antigo.
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Niumeros Figurados e Figuras Geométricas

Os pitagéricos estudaram intensivamente nio somente
numeros figurados, que é consoante com sua crenga no prin-
cipio de que tudo é nimero, mas também figuras geométricas,
nas quais o incomensurével (o d-logos, ou irracional) estd pre-
sente’. Assim, sugere-se que eles ndo foram completamente
bem sucedidos na tentativa de integrar as suas doutrinas cienti-
ficas e religiosas e, no final das contas, acabaram desenvolvendo
uma teoria dualistica. Segundo essa interpretagio, os nimeros
figurados, sendo baseados sobre iteragdes finitas da unidade e
postos em ordenagdes espaciais obedecendo a relacionamentos
aritméticos, representariam sua doutrina cientifica e numé-
rico-tedrica, enquanto as figuras geométricas correspondentes,
imbuidas com os misteriosos incomensuréveis, representariam
suas, talvez enigmaticas, crencgas religiosas. A sugestdo seria,
sem duavida, “vindicada” por citar Platdo, um pitagérico da
terceira geracdo, cujo pensamento ¢ geralmente considerado
dualistico.

A sugestdo apresentada no pardgrafo anterior, contudo,
contraria tudo que vimos na se¢io anterior do presente tra-
balho. Devemos lembrar que a doutrina religiosa revela-se a
partir da matemadtica e que ¢ este fato que caracteriza o pitago-
rismo. Desta forma, para os pitagéricos, é sempre a matematica
que determina a filosofia e, portanto, seria mais propicio, para
a nossa interpretagio, investigar a prépria matemadtica pitago-
rica mais cuidadosamente e sé depois tentar desvendar suas
implicagdes para a religido e a filosofia. Antes de continuar,
porém, serd interessante fazer mais algumas observagdes sobre
a sugestdo do pardgrafo anterior. E de fato verdadeiro que os

4 As relages simbidticas entre a aritmética e a geometria foram explicadas em
Fossa (2003).
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pitagdricos foram vistos, tradicionalmente, como dualistas. Seu
dualismo, no entanto, ndo era centrado numa ruptura entre a
ciéncia e a religido, mas na sua aparente adesdo a principios
dualisticos de uma Tabela de Opostos. Ainda mais, os neopla-
tonicos eram muito insistentes em caracterizar Platio como ja
sendo um neoplatonico e, portanto, nao dualistico. Erickson e
Fossa (2005) fizeram uma anélise da referida caracterizagio e a
acharam substancialmente correta, especialmente referente ao
periodo maduro — isto ¢, seu periodo pitagérico — de Platio.

A'Tabela de Opostos, preservada por Aristételes (Metafisica
A5), é francamente estranha em muitos respeitos. O Hum
(hén), por exemplo, ¢ listado com o Impar, embora saibamos
que o Hum era considerado tanto Impar, quanto Par. Pode ser
que isto reflete uma diferenca entre hén e monds. A referida
questdo, no entanto, nao € uma que precisamos tratar aqui, pois
o préprio Aristételes parece atribuir a Tabela a uma tUnica das
vérias escolas pitagéricos, ou até a um pensador a eles rela-
cionado. Assim, podemos desconsiderar os problemas gerados
por essa peculiar Tabela de Opostos e tratar apenas o principio
geral de oposi¢do’.

Ora, 0 Hum ou a Unidade d4 origem a nimero, pois nimero
¢ simplesmente uma cole¢io de Unidades. Ao examinar a
sequéncia dos nimeros, porém, a mesma se separa de imediato
em Impar e Par, que revela a presenga de oposi¢o. A oposi¢io,
contudo, ndo é anterior a nimero, o que faria o fmpar e o Par
mais basicos do que o préprio nimero. Ao contririo, ¢ nimero
que ¢é anterior e assim é nimero que gera a oposu;ao de Impar e
Par através da iteragdo da Unidade. Visto que “tudo ¢ nimero”,
a oposicio bésica de Impar e Par serd manifestada de maneiras
diferentes na medida em que aspectos diferentes da realidade se
desenvolvem pela articulagio de nimero em harmonia.

5 Para mais detalhes sobre esse assunto, ver Kirk e Raven (1979, p. 245-247).
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Uma vez estabelecida essa maneira basica de gerar o mudo,
ela pode ser aplicada a situagdes cada vez mais complexas. Em
particular, a congrega¢io de nimero em relagdes numérico-teoré-
ticas estdveis, representada pelos nimeros figuradas, dd origem as
figuras geométricas correspondentes. A geragdo das novas figuras
geométricas acarreta novos aspectos da realidade que ficam em
oposi¢do aos nimeros figurados que as haviam gerado. Os nime-
ros figurados, por exemplo, sdo compostos de partes discretos,
nio preenchem espagos e manifestam /jgos (a razio entre dois
nimeros inteiros positivos) e andlogos (proporgio entre nime-
ros inteiros positivos). As figuras geométricas, em contraste, sio
compostas de partes continuas, preenchem espagos (ou encerram
espagos) e manifestam, além de razdo e propor¢io de numeros
inteiros, relagdes incomensurédveis. Estas oposi¢des podem ser
vistas, entre duas formas de nimeros pentagonais e o pentdgono,

na Figura 8.

Figura 8.

Agora que temos uma apreciagio da visio genética dos pitago-
ricos, podemos tragar a histéria do desenvolvimento desta escola
de maneira muito mais frutifera do que a que foi recontada no
primeiro pardgrafo da presente segdo. A sequéncia, consistindo
de os primeiros pitagéricos, Platdo e Plotino, pode ser vista agora
como uma sequéncia natural de desenvolvimento, come¢ando
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com os principios genéticos dos primeiros pitagéricos, passando
pela, no minimo implicita, teoria platonica de emanacdes e
finalmente chegando a teoria bem articulada de Plotino sobre o
desenvolvimento do mundo através de emanagdes sucessivas da
fonte original divina. Os nimeros figurados, bem como as figu-
ras geométricas, devem ser reinterpretados como representagoes
do movimento do Hum para o nosso mundo multifacetado. A
Figura 9,um exemplo deste movimento em relagao aos nimeros
figurados, retrata os primeiros nimeros quadrados, cada um dos
quais pode ser visto como uma nova emanagio em uma sequén-
cia cascateante. Figura 10, um exemplo do referido movimento
em relagdo a figuras geométricas, mostra os dois heptigonos das
Figuras 4 ¢ 5 com os lados das estrelas suprimidos; o resultado é
uma Rosa do Ser, novamente simbolizando o desabrochamento
do mundo em emanagdes sucessivas.

@ ®
® ®
Figura 9. Figura 10.

Tudo isto posto, devemos também observar o seguinte: o
fato de que os primeiros pitagéricos tinham uma interpretagio
genética da origem da incomensurabilidade e que esse fend-
meno, portanto, nao gerou uma crise que ameagava abalar o
pitagorismo néo significa que os primeiros pitagéricos estavam
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completamente confortdveis com a incomensurabilidade. Isto é
indicado tanto pela nova teoria de propor¢iao de Eudoxo, quanto
pela maneira que a mesma ¢ apresentada por Euclides nos
seus Elementos, pois apresenta a teoria nova e a teoria antiga de
forma independente em livros distintos da sua obra. De fato, foi
somente com a teoria nova de propor¢io de Eudoxo que razoes
incomensurdveis se tornaram, por assim dizer, racionais, sendo
que isto foi efetuado por embuti-las no campo inteiro das razoes
racionais®.

Conclusao

Um dos maiores problemas na interpretagio do pensa-
mento dos pitagéricos é que a escola pitagérica nio era um
grupo compacto, bem definido no espago e no tempo, com
uma Unica doutrina comum a todos seus membros. Antes, era
uma conglomeragio difusa de escolas (as vezes competitivas),
compartilhando, frequentemente, apenas a crenca fundamental
de que o significado (/ggos) do mundo se acha na matematica,
especialmente com nimero em harmonia. Ainda mais, o pita-
gorismo teve uma histéria muito comprida, indo de Pitigoras
até Diofanto. Naturalmente, pensadores diversos eliciaram
diversas consequéncias da sua visdo matemadtica fundamental.
A presente investigagio do pentagrama como emblema pitagé-
rico, porém, indica que houve pelo menos uma linha coerente
de desenvolvimento dentro dessa tradi¢do pitagérica difusa, a
que vai dos primeiros pitagéricos, passa por Platdo e chega a
Plotino. Esta linha de desenvolvimento se centra na prima-
zia do Hum e sua articula¢io do mundo através de, no inicio,

6 A referida descoberta também invalidou algumas das demonstragées matema-
ticas da teoria anterior, que decerto nio deixou de ser desconcertante. Para mais
detalhes, ver Fossa e Erickson (2005).
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principios genéticos e, depois, uma teoria correspondente de
emanagoes.
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3

2

0 que Significa ser Pitagorico?

John A. Fossa

itdgoras, talvez porque nio nos deixou qualquer relato

escrito do seu pensamento, tem sido uma figura polémica,

tanto na Histéria da Matemadtica, quanto na Histéria da
Filosofia. Para alguns, era nada mais que um xama ou mis-
tico, enquanto, para outros, foi o mais importante precursor da
ciéncia moderna. A mesma dicotomia de opinides se aplica ao
pitagéricos em geral. Estes consistiam numa conglomeragio’
bastante diversa de “escolas” de pensamento, espalhadas atra-
vés do mundo antigo e relacionadas, de alguma forma, com
o préprio Pitdgoras. Digo, aqui, “de alguma forma” porque a
relagdo exata ndo tem sido delineada claramente na literatura
especializada sobre esse tépico. A empreitada principal do pre-
sente trabalho serd a de sugerir um critério para determinar se,
ou ndo, qualquer dado pensador antigo pode ser classificado

1 Ver, por exemplo, Huffman (1993).
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como pitagérico. Ao fazé-la, teremos de considerar a organiza-
¢do social das sociedades pitagéricas e isto, por sua vez, sugerird
que esta organizag¢do foi um modelo para a teoria platénica da

Linha Dividida.
Um Retrato Coerente do Pensamento Pitagorico

Os pitagéricos, em geral, sdo conhecidos por duas teses
filoséficas aparentemente independentes, das quais podemos
resumir da seguinte maneira:

1. Tudo ¢ nimero, ou, mais propriamente, tudo é nimero
e harmonia.

2. A alma ¢ imortal e, apds separagio do corpo, renasce
noutro corpo.

Com respeito a essas duas teses, o historiador eminente do

pensamento antigo, F. M. Cornford (1922, p. 137)? opina que

. in the sixth and fifth centuries B.C,,
two different and radically opposed sys-
tems of thought were elaborated within
the Pythagorean school. They may be cal-
led respectively the mystical system and
the scientific. All current accounts of
Pythagoreanism known to me attempt to
combine the traits of both systems in one
composite picture, which naturally fails to

hold together.

2 Gostaria de agradecer ao colega Josildo José Barbosa da Silva pela obtencdo
deste artigo.
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De fato, do ponto de vista da matematica do século XIX,
seria muito dificil compreender como o misticismo e a ciéncia
poderiam ser combinados num todo coerente. Nio obstante,
do ponto de vista antigo, ndo houve conflito nisto. Ainda mais,
devemos mencionar que, ao caracterizar a Tese 2 como sendo
“mistica”, Cornford estd, conscientemente ou nio, prejulgando
a sua natureza. Pois, embora a tese originou-se entre (ou, pelo
menos, foi transmitida a Pitdgoras pelos) érficos e/ou outros
grupos misticos, ela ndo ¢é inerentemente mistica. De fato, os
proprios pitagéricos avangaram argumentos racionais a fim de
mostrar de que a tese seja verdadeira.

Mesmo assim, é a Tese 1 que dd ao pitagorismo seu cardter
distintivo, como veremos logo a seguir. De fato, a expressio
“tudo ¢ numero” claramente coloca os pitagéricos na tradi¢io
dos fisicos jonicos, pois, em vez da dgua de Tales, o ilimitado
de Anaximandar e o ar de Anaximenes, Pitigoras argumentou
que ¢ o nimero que € a arché do universo, ou seja, o material
basico de que tudo é composto. Devemos recordar, contudo, a
tradigdo antiga segundo a qual Pitdgoras fez um recomeco na
filosofia. Na verdade, fez esse recomego por alegar que deter-
minar a arché do universo nio ¢ suficiente, é necessario ir mais
além e descobrir seu /ggos.

O significado primordial da palavra grega /ggos é “palavra”,
mas também recebeu virias outras acep¢des relacionadas a
esta. No presente contexto, significou algo como “aquilo que
investe o mundo com significincia’, ou seja, a “inteligibilidade”
do mundo. Para os pitagéricos, a busca de /dgos era contida na
adenda a Tese 1, “e harmonia”. E a harmonia que une diversos
nimeros num todo estruturado e faz com que o resultado seja
inteligivel a razdo humana.

Como devemos, entdo, compreender harmonia? E bem
conhecido que, por “harmonia” ou “musica”, os pitagéricos refe-
riam 2 teoria de razdes e propor¢des entre nimeros (inteiros
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positivos). Os antigos alegaram que foi o préprio Pitdgoras
quem descobriu que as consonincias musicais sdo determina-
das por razdes entre nimeros inteiros: a oitava tem a razio de
2:1,a quarta, a de 4:3, e a quinta, a de 3:2. Assim, as consonén-
cias musicais bésicas® sdo determinadas pelos primeiros quatro
inteiros positivos, {1, 2, 3, 4}, o que era chamada de zerractys.
Esse conjunto também foi utilizado pelos pitagéricos nas suas
especulagoes sobre o universo.

Assim, para Pitigoras, foi a matemadtica que revelava a
estrutura escondida do universo. Mais especificamente, foi
a teoria matemdtica de razdes e propor¢des que revelava o
l6gos do universo, fazendo com que ele seja inteligivel a razao
humana. Em consequéncia, conhecimento matemadtico era
conhecimento sagrado e, portanto, nao foi compartilhado com
todos. Visto que era conhecimento sagrado, era reservado para
os que haviam se submetido as apropriadas cerimonias de ini-
cia¢do e, ao fazé-lo, tém se tornado merecedores de recebé-lo.

A conexdo com a matemadtica é enfatizada pelo préprio
nome usado para designar os iniciados: mathematikoi. Na ver-
dade, o nome ¢ etimologicamente relacionado com um verbo
que significava originalmente “saber” e, assim, os mathema-
tikoi eram “os sdbios” ou, talvez, “os alunos”. Foi, de fato, entre
os préprios pitagéricos que o nome “matemidtica’ perdeu seu
significado geral de “conhecimento” para passar a signifi-
car especificamente as disciplinas matemdticas de aritmética
(estudo de ndimeros), musica (razdo e propor¢do), geometria

3 Houve outras consondncias na musica grega, em especial o tom e o semitom,
que também foram explanadas em termos de razdes de numeros inteiros. Visto,
porém, que estas podem ser consideradas secunddrias, nio serd necessirio abor-
da-las aqui.
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(figuras) e astronomia (figuras em movimento).* Assim, para
os pitagdricos, a matemadtica era conhecimento par excellence.
Com isto, obtemos uma primeira aproximagio sobre o
que significava, no mundo antigo, ser pitagérico: Tese 2 é uma
consequéncia de Tese 1. Podemos dizer um pouco mais sobre
isto. Para os pitagéricos, a matemdtica é o /ggos do universo
e, assim, ela revela a0 homem a estrutura sagrada do mundo
inteiro, incluindo a relagdo do homem para com o divino. Uma
parte fundamental dessa relagio é o reconhecimento da imor-
talidade da alma e sua transmigragdo para outro corpo com o
falecimento do corpo atual. Desta forma, hd uma relagio bas-
tante estreita e coerente entre a matemadtica’, que é racional,
mas nio cientifica (na acep¢io moderna da palavra), e religido,
que também ¢ racional, embora nio sem conota¢bes misticas
(as quais foram, contudo, justificadas pela matemdtica). Ainda
mais, a natureza sagrada — e, portanto, restrita — do conheci-
mento matemdtico foi usada para estruturar a sociedade de
acordo com os conhecimentos dos seus membros a fim de que
a estrutura do universo (macrocosmo) seja espelhada na estru-
tura da sociedade (mesocosmo). Eventualmente®, essa analogia
é entendida a estrutura do préprio homem (o microcosmo).
Desta forma, podemos concluir que as diversas escolas
pitagéricas eram as mesmas — isto ¢, eram pitagéricas — na
medida em que aceitaram tanto a Tese 1, quanto a proposi¢do
de que a Tese 2 é consequéncia da Tese 1. Estariam diferentes
na medida em que discordaram sobre a maneira exata em que a
articulacdo entre a Tese 1 e a Tese 2 deveria ser feita, ou, o que

4 Ver, por exemplo, Heath (1981).

5 Para mais detalhes sobre como essa relagio foi tematizada, ver, por exemplo,
Fossa (2006).

6 Certamente ate a época de Platio, se nio antes.
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¢ ainda mais importante, na medida em que suas bases mate-
maticas eram diferentes.

Serd, entdo, interessante considerar com mais pormenores
a estrutura das sociedades pitagéricas. Antes disto, porém, serd
util investigar a base matemdtica fundamental das doutrinas
pitagdricas.

Teorias de Propor¢ao

Como ja vimos, a ideia original de Pitdgoras, com respeito
da matemadtica como o /dgos, parece ter sido o reconhecimento
de que as consonincias musicais sdo estruturadas por razdes
entre nimeros inteiros positivos. Sdo, de fato, razio e propor-
¢do que conferem a inteligibilidade ao universo, fazendo com
que ele seja acessivel 4 razio humana. Até a etimologia con-
firma essa conclusdo, pois, em paralelo a palavra grega /dggos,
a palavra latina ratio, e, portanto, a palavra portuguesa razdo,
tem o significado duplo de “explicagio racional” e “quociente
de dois nimeros”.

Na segunda geragdo de pitagéricos, houve mais e mais
aten¢do dada a médias matemadticas, especialmente as médias
aritmética, geométrica e subalterna (isto é, harmonica). E atri-
buido a Arquitas, em especial, o desenvolvimento matemidtico
da teoria de médias, mas fragmentos de outros pitagéricos,
como Filolaus, evidenciam a aplica¢io de médias matematicas
a dreas diversas da filosofia, e.g., a ética.

Na terceira geragio, houve uma pequena crise gerada pela
descoberta da incomensurabilidade, o que invalidou virias
demonstra¢des na teoria pitagérica de proporcio. A crise foi
superada logo, porém, através de uma nova teoria de propor¢io
desenvolvida por Eudoxo, um membro (e talvez cofundador)
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da Academia de Platdo’. O préprio Platio, talvez em conjun-
¢do com outros membros da Academia, desenvolveu uma teoria
elaborada da Linha Dividida® (utilizando a média geométrica),
que ele usou para estruturar sua metafisica, enquanto seu aluno,
Aristételes, generalizou esta teoria, obtendo a Linha Dividida
Duplicada (usando propor¢do continua), o que se separa em
dois pares de opostos, ou seja, 0 Quidruplo, que é tio caracte-
ristico do seu pensamento’.

O cardter nimero-tedrico da matematica pitagérica é tam-
bém mostrado pelo fato de que se sempre acha, nalonga histéria
do pitagorismo, interesse continuo nos ndmeros figurados.
Ainda mais, seu interesse na teoria de propor¢do é mostrado
pelo desenvolvimento da doutrina das dez médias matemati-
cas, bem como o desenvolvimento de escalas matematicas para
a teoria da musica (fenomenal). Até a “geometria sagrada’,
quando se desenvolveria, ¢ ou subserviente a aritmética, como
na doutrina platdnica, ou elaborada em escolas nao-pitagéricas
posteriores.

Tudo isto nos leva a refinar nossa ideia do que significa
ser pitagérico por impor a condi¢do de que a base matematica
do pitagorismo seja considerada a teoria de propor¢io. Assim,
alguém seria um pitagérico se sustentasse a proposi¢do de que
a teoria de proporgio revela que o /dgos do universo ¢ algo pare-
cido com a Tese 2 e que, em consequéncia, a sociedade deveria
ser estruturada de acordo com os conhecimentos dos seus mem-
bros. As diferencas entre as diversas escolas seriam devidas as
diversas teorias de propor¢io por elas adotadas. Pitigoras, por
exemplo, tinha uma teoria simples de propor¢do que, embora
fosse baseada em relagdes multiplicativas, foi embutida num

7 Ver Fossa & Erickson (2005).
8 Ver Erickson & Fossa (2006).
9 Ver Fossa (2007).
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cilculo aditivo. A teoria de Arquitas foi estruturada pelas jd
mencionadas dez médias matematicas, enquanto a de Platio
foi estruturada pela nova teoria de proporgio, elaborada por
Eudoxo, e pela Linha Dividida.

Esse refinamento da nossa compreensio do pitagorismo
tem uma consequéncia importante. Como foi mostrado por
Fossa (2010), a teoria de propor¢io foi uma das primeiras
partes da matemdtica a ser desenvolvida e, portanto, acarre-
tava conota¢des bastante fortes do conhecimento tradicional.
Assim, os pitagéricos, comegando com o préprio Pitdgoras e
sua aceitacdo dos principios 6rficos, eram, de fato, pensado-
res que defendiam valores tradicionais. Ironicamente, contudo,
novos desenvolvimentos no campo da matemdtica sempre
desafiaram os pitagéricos a fazer mudangas na sua filosofia.
Platdo reconheceu isto explicitamente com sua proposta de
criar novos mitos para os novos tempos. Nao obstante, seus
novos mitos sao embutidos com valores tradicionais.

A Estrutura de Sociedades Pitagoricas

As sociedades gregas que foram governadas pelas pitagdri-
cas foram divididas, como ja mencionamos, em virias classes.
Voltaremos agora a nossa atengio para uma investigacdo destas
classes.

A divisdo principal, ¢ claro, foi entre os que pertenceram
a irmandade e os que ndo pertenceram a ela. Para ingressar
na irmandade, era necessirio sofrer certos ritos de iniciagio.
Os antigos testemunham que um dos principais ritos era o de
guardar siléncio por um periodo de cinco anos. A razio para
isto, dizem, era obter uma garantia de que o proponente tivesse
a disciplina e a discri¢do necessarias para nao revelar a doutrina
sagrada a quem nio fosse preparado de forma adequada. Ainda
mais, os membros renunciaram todos seus bens e residiam
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conjuntamente numa comunidade, onde seguiam alguns regi-
mes didrios e praticavam certas virtudes. Dentro da irmandade,
houve um conselho administrativo, chamado os po/itikoi, cons-
tituido dos membros mais avangados do grupo. Naturalmente,
deveria ter tido varia¢des deste modelo bdsico em lugares e
tempos diferentes.

Segundo Jamblico (Iamblichus, 1987), um filésofo neo-
platénico do terceiro século, a maioria dos pitagéricos eram
chamados cenobites, devido a essa vida em comum. Eram
divididos em dois grupos, os mathematikoi e os akousmatikoi
(ouvintes). Estes, compreendendo por muito a parte maior
dos pitagdricos, ndo eram, apesar da descri¢do ao contréirio de
Jamblico, membros integrais da irmandade e provavelmente
ndo participavam na vida em comum. Antes, eram pessoas que
frequentavam palestras abertas ao publico e talvez fizessem
pagamentos simbélicos ou outras contribui¢bes voluntdrias a
irmandade, mas que nio cedessem todos seus bens ao grupo.
Provavelmente se considerassem pitagéricos, mas o préprio
Jamblico indica que os mathematikoi nao os assim considera-
ram. Seja isto como for, Jamblico (Iamblichus, 1987, p. 77) faz
a seguinte descri¢do da participagio dos akousmatikor:

The philosophy of the Hearers consis-
ted in lectures without demonstrations or
conferences or arguments, merely direc-
ting something to be done in a certain way,
unquestioningly, preserving them as so
many divine dogmas, non-discussable, and
which they promised not to reveal, estee-
ming as most wise those who more than
others retained them.
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Os mathematikot, ou seja, os “eruditos”, em contraste, eram
cientes das demonstragbes matemdticas e suas aplicagdes a
filosofia.

Os demais cidaddos da cidade poderiam ser designados
pelo termo hoi pollo, as massas turbulentas, que nao houveram
qualquer contato mais estreito com os pitagéricos e que preci-
savam ser disciplinadas, para seu préprio bem, pela autoridade
civil.

Assim, esquematicamente, as classes de uma sociedade
pitagdrica tomaria a seguinte forma:

prolitilool
_ - mathematilcod

cenobites
. alcoustatilood

hot pollad

onde a hierarquia vai de baixo (menos nobre) para cima (mais
nobre).

Isto posto, podemos agora comparar duas escolas diversas
de pitagéricos, a do préprio Pitdgoras e a do Platio, da seguinte
maneira:

" Ntk membros da

membros polifikci .
dai dad eantéticos e?tﬁfai&ﬁas
BUMANCACE | o athematikal .
da Academia

Tedt. d
alrousmatikcod E;iglres nE

nidn-metmbtos exotéricos DEnsE
hot pollal het pollod

escola de Pitdgoras escola de Platio

proporgio como Doutring da Linha Dividida

constante mualtiplicativa
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Esse diagrama mostra claramente que as estruturas das
duas escolas pitagdricas sdo isomorficas e que diferem nas suas
bases matemdticas. Podemos representar essa diferenga como
uma diferen¢a no contetdo de Tese 1.

Origem Possivel da Linha Dividida

Agora que temos caracterizado os pitagéricos como os que
afirmam que a transmigra¢do da alma e o isomorfismo entre
0 mesocosmo e 0 macrocosmo sio consequéncias da teoria de
proporgio, estamos levados a uma possibilidade surpreendente,
a saber, que a prépria Doutrina da Linha Dividida poderia ter
sido inspirada pela organizagdo, como mostrada acima, das
sociedades pitagéricas.

Para ver isto, lembramos que a Linha Dividida é um seg-
mento dividida uma vez, cujas partes sio entdo divididas na
mesma razdo. Do ponto de vista da Teoria dos Numeros, o
resultado é um segmento cujas partes extremas sdo quadrados
perfeitos e cujas partes internas sio a média geométrica das
partes extremas, conforme o seguinte diagrama:

e
1 {\\ " maumeticatnetite igiais
k’/{ geometricamernte
mn ' distintas
02
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Desta forma, as duas partes internas sio numericamente
iguais, mas geometricamente distintas (congruentes).
Qualitativamente, essas partes internas sdo, de um ponto de
vista, iguais, no entanto, sdo, de outro ponto de vista, diferen-
tes. Isto é a estrutura exata achada na esquematizagio, dada
no presente trabalho, das sociedades pitagéricas. Para fazer o
ponto ainda mais claro, o esquema pode ser dado como uma
Linha Dividida explicita da seguinte maneira:

politilof
membros da
irmandade tnathernatilc of
_________ L cenohites
alcousmatilod
nfo-membros 4
hot pollod

De um ponto de vista, os mathematikoi e os akousmatikoi sao
os mesmos, pois ambos filosofam sobre a vida pitagérica. De
outro ponto de vista, contudo, sdo diferentes porque aqueles
tém acesso 2 matemadtica e, portanto ao /ggos, enquanto estes
nio o tém.

A primeira vista, a sugestdo de que Platdo concebeu a Linha
Dividida a partir de uma reflexdo sobre a estrutura das socieda-
des pitagéricos podera parecer pouco provivel. Nao obstante,
quando lembramos que a Doutrina da Linha Dividida foi ela-
borada na Repiblica, que trata do microcosmo em termos do
mesocosmo e, ainda mais, que foi exatamente no periodo em
que Platio escrevia esse didlogo que ele veio a aceitar o pitago-
rismo, a sugestdo se torna mais provavel.
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Conclusao

Ao concluir, gostaria de refletir um pouco sobre a importan-
cia da presente caracterizagdo do pitagorismo para a Histéria
da Matemitica.

E claramente interessante, para a histéria do pensamento,
poder conceituar diversos grupos como partes de um movi-
mento maior, identificando as teses basicas comuns das quais
provém sua unidade fundamental, e, a0 mesmo tempo, dis-
cernindo as variedades que constituem o mosaico das suas
diferengas.

Nio obstante, também é interessante ter uma visio mais
geral da matemdtica como uma institui¢do social e identificar
seus papéis em culturas diferentes. Alguns desses papéis sio
bem conhecidos, como, por exemplo, seu papel como um prin-
cipio de organizagio para a ciéncia moderna e para a tecnologia.
Outros, porém, estdo sé agora comecando a ser reconhecidos,
como ¢é no caso abordado no presente trabalho, onde vemos a
matemdtica fazendo o papel de principio de organizagio para
o pensamento filoséfico, remontando, de fato, aos inicios da
metafisica.
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4

Observacao sobre os Primeiros Trés
Postulados de Euclides

John A. Fossa

abe-se que os primeiros trés postulados dos Elementos de
Euclides sdo presumivelmente estipulagdes sobre o uso
da régua e do compasso' como atividades legitimas da
Geometria Euclidiana. Esses postulados sdo dados aqui na tra-

dugio de Irineu Bicudo (Euclides, 2009, p. 98)%

1. Fique postulado tracar uma reta a partir
de todo ponto até todo ponto.

2. Também prolongar uma reta limitada,
continuamente, sobre uma reta.

1 Os instrumentos euclidianos sio a régua sem graduagdes e o compasso que fecha
quando levantado do papel.

2 A tradugio de Heath (Euclid, 1956) contém também o texto grego destes
postulados.
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3. E, com todo centro e distincia, descrever
um circulo.

Lembramos, porém, que os gregos antigos também usaram
outros métodos para especificar objetos geométricos. Assim,
houve tanto uma “constru¢do por pontos” de um segmento
(tridingulo equildtero, tetraedro) pela especificagio dos pontos
extremos (vértices), quanto uma “construgio por fluxo” de um
segmento (quadrado, cubo) pela mogio de um ponto (seg-
mento, quadrado)®. Ainda mais, algumas curvas especiais, tais
como a quadratriz de Hipias e a espiral de Arquimedes, eram
especificadas por movimentos compostos. Assim, a pergunta
que surge de imediato é esta: Por que régua e compasso?

Uma resposta a esta pergunta é que foi uma restri¢ao imposta
por Platio aos gedmetras para garantir que seus argumentos
ndo seriam contaminados por considera¢des empiricas e, assim,
perder o seu rigor matemadtico. Era, de fato, a resposta proposta
por Hermann Hankel (1874), baseada em alguns comentérios
teitos por Papus. Outra, proposta por Thomas Heath (1981)
e Walter Burkert (1972), identifica Oenopides de Chios, um
gedmetra do século IV, como o autor da estipulagio.

Nio obstante, qualquer que seja a origem da restri¢do a
regra e compasso, ndo ¢ dada explicitamente nos postulados de
Euclides. Os referidos postulados apenas exigem que constru-
¢oes geométricas sejam efetuadas por meio de segmentos de
retas e arcos circulares. Desta forma, o uso de régua e compasso
s6 pode ser visto como uma maneira de implementar a restri-
¢do. Outra maneira de fazer a mesma coisa é a utilizagio de
pregos e corddes, visto que um corddo esticado entre dois pre-
gos delineia um segmento, enquanto um circulo é descrito por
girar um dos pregos, sempre mantendo o corddo bem esticado?,

3 Ver Erickson and Fossa (1996).

4 E também necessdrio girar o corddo de tal forma que nio se enrola no prego.
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ao redor do outro; neste caso, o centro do circulo é dado pelo
prego fixo e seu raio pelo comprimento do cordao. Esta possi-
bilidade foi observada por A. Seidenberg (1959)°.

ATese

Considerando, portanto, que uma das maneiras mais
comuns® de fazer mensura¢ées no mundo antigo, tanto para a
agrimensura quanto para o levantamento de plantas, era através
do uso de corddes esticados, podemos considerar os Elementos
de Euclides como uma investigacio teérica da atividade antiga
de mensuragio. Chamaremos essa atividade pelo nome “agri-
mensura’. Naturalmente, a referida atividade era uma ciéncia
pratica, baseada em métodos empiricos aproximados, mas o
modelo matemadtico dessa atividade era visto como uma ciéncia
exata que fornece verdades absolutas. A agrimensura mereceria
tratamento tedrico porque, como a determinagio de limites,
teria sido parte da criagdo divina do £dsmos (“bela construgio”)
a partir do caos primordial, como discutida, por exemplo, por
Platiao no Timeu. Esse conhecimento é acessivel a0 homem
porque o demiurgo divino é um ser racional que age de forma
racional. Na verdade, ao fazer a atividade teérica de geometria,
o homem se engaja numa mimese do divino.

Consideragoes

A tese proposta no pardgrafo anterior liga a matematica,
a agrimensura € a cosmogonia tedrica numa maneira que,
embora seja tipica do pensamento antigo, no ¢ inteiramente
aceitdvel 2 mente moderna. No que segue, portanto, farei uma

5 Ver também Seidenberg (1961).
6 Ver, por exemplo, Joseph W. Dauben (1992).
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série de observa¢oes numeradas que, espero, esclarecerdo a tese
proposta.

§1. Por que “agrimensura’?

E bem conhecido que a palavra “geometria” signi-
fica, do ponto de vista etimoldgico, “mensuragdo da terra’.
“Agrimensura” é talvez o equivalente moderno mais parecido.
Devemos também levar em considerag¢io os nomes das outras
ciéncias matemdticas na antiguidade. Assim, “astronomia” é a
“mensuragio das estrelas”; isto significava, primordialmente,
a determinagio das posicoes e Orbitas dos corpos celestiais.
“Aritmética” é a “arte de contar” e o estudo de razdo e propor-
¢do ¢ chamado “musica” ou “harmonia”. Em consequéncia, as
ciéncias matemadticas — o préprio auge de abstragio e conhe-
cimento absoluto (no ponto de vista grego) — foram todas
nomeadas com referéncia as suas aplicagdes mais conspicuas.
Mas, a aplicagdo mais conspicua da geometria é a agrimen-
sura. Obviamente, contudo, o ponto de vista dos matematicos,
enquanto fazendo a matematica, transcende o das suas aplica-
¢oes.”

§2. Agrimensura ¢ idéntica com o “esticar de corddes” dos
egipcios?

Os egipcios antigos usaram corddes para reconstituir as
linhas que demarcavam as propriedades sempre que estas
toram obliteradas pelas enchentes do Rio Nilo. A determina-
¢do correta destas propriedades foi de grande importincia para
o Estado, pois foram envolvidas com as virias maneiras em

7 A luz da tese do presente trabalho, sugere-se de imediato que cada uma das
ciéncias matemdticas seria uma teorizagio da sua respectiva aplica¢do. Acredito
que isto é inteiramente correto, mas aqui me limitarei ao caso da geometria. Nao
obstante, voltarei a esse ponto rapidamente na conclusio.
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que os impostos foram avaliados; em consequéncia, as referidas
demarcagdes foram investidas com autoridade divina. Mas, as
mensura¢des usando corddes esticados (ou, alternativamente,
varas de tamanho padrio) foram usadas em quase todas as civi-
lizagbes antigas, ndo somente para determinar as propriedades
dos cidaddos, mas também no planejamento de cidades, o dese-
nho de espagos publicos e a constru¢do de edificios publicos
ou particulares. Muitas dessas atividades tinham ligacdes bas-
tante estreitas com a matemadtica sagrada. O arquiteto romano,
Vitravio (fl. c¢. 14 B.C.), por exemplo, interessou-se em cons-
trucdes tendo proporgdes que incorporariam a analogia entre o
macrocosmo e o microcosmo, uma ideia achada em textos nio
arquitetonicos como a Repriblica de Platio.

§3. Era o demiurgo um agrimensor?

Em contraste ao Deus cristdo que criou o universo a nihilo,
o demiurgo grego, retratado no 7imeu de Platio, montou o
universo por construir ordem onde havia o caos primordial.
Como ja mencionado, a palavra “cosmos” aparentemente indi-
cava “bijuteria” (ver Cornford, 1957) e foi usada pelos antigos
filésofos gregos para expressar a “bela ordem” do universo. No
Timeu, o demiurgo ¢é representado como ordenando o universo
de acordo com certas propor¢des matemadticas e construindo os
Elementos Materiais de sélidos regulares. Assim, o demiurgo
¢ decerto um agrimensor no sentido lato, indicado em §2, de
mensurador, pois ¢ ele que delimita o universo por mensurar
e determinar limites. Ainda mais, cria beleza ao construir de
acordo com teoria matemdtica.

§4. Por que, entdo, nao hd aplicagio algum no tratado de
Euclides?

O fato de que os Elementos de Euclides nao contém refe-
réncias a contextos ndo matemdticos nio foi empecilho aos
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antigos em considerd-los ligados a outras dreas de conheci-
mento. Assim, Proclo (Proclus, 1992, p. 57) afirma que

... Euclid belonged to the persuasion of
Plato and was in home in this philosophy;
and this is why he thought the goal of the
Elements as a whole to be the construction
of the so-called Platonic figures.

Mas, talvez mais pode ser dito do que é contido no relato
vago de Proclo. De fato, segundo a visdo geral proposta na
Repriblica de Platio, as atividades do homem sio estruturadas
por pelo menos trés tipos distintos de investigacdo, a saber,
o da matemadtica, o da filosofia e o do mito. A matemadtica
lida com conhecimento puro e certo, enquanto a filosofia pro-
porciona os principios hermenéuticos que fazem com que a
ciéncia (matematica aplicada) seja possivel; finalmente, o mito
apresenta os resultados da ciéncia numa forma poética ou dra-
madtica para coagir consentimento da grande maioria que tem
pouco ou até nenhum acesso a2 matemadtica. A prépria doutrina
platénica da Linha Dividida na Repiblica conforme a essa
estrutura. Os principios matematicos, sendo parte da doutrina
esotérica, ou seja, a doutrina “ndo escrita”, ndo foram publi-
cados, mas foram reconstruidos por Erickson e Fossa (2006).
Em contraste, porém, alguns dos principios hermenéuticos
referentes a aplicagdo da matemdtica 4 organizagio do Estado
sdo apresentados na sua discussdo da Linha Dividida e um
relato mitico dos resultados é proposto no Mito da Caverna.
Os Elementos, no entanto, é um tratado tedrico visando a ver-
dade absoluta e, em consequéncia, ndo poderia abordar as
aplicagbes que sdo sempre a posteriori e, portanto, incertas.
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§5. O que ¢é teoria?

Conhecimento teérico, para os gregos antigos, ¢ a deter-
minagido de principios absolutamente verdadeiros e certos e
corresponde a segunda divisio (Matemitica) da Linha Dividida
de Platio. Em termos epistemoldgicos, ¢ o modo de apreen-
sdo denominado “conhecimento” e é completamente a priori.
Em termos ontolégicos, seu objeto é o real ndo material, visto
que a matéria sofre mudangas continuas e, portanto, segundo
a posi¢do em aprecio, ndo pode ser conhecido. Em contraste, a
agrimensura é uma Ciéncia e, portanto, pertence a terceira divi-
sdo da Linha Dividida. Visto que lida com objetos materiais,
¢ apenas “opinido”, embora seja “opinido cientifica’, e é sus-
ceptivel as incertezas da percep¢io sensorial. Especificamente,
a agrimensura visa o empreendimento de delimitar rela¢oes
espaciais na superficie da terra. Desta forma, a geometria, como
teoriza¢do sobre agrimensura, ¢ a determinagio dos principios
fundamentais do préprio espago.

Devemos ainda observar que a “teoria” era, para os gregos
antigos, também uma viagem ritual ao lugar do ordculo para
contemplar os instrumentos religiosos deste oriculo (para
mais detalhes, ver Fossa, 2008). Era suposto que isto teria um
efeito transformativo sobre o tedrico, mas nio era esperado que
ele iria ser transportado para sempre a uma existéncia pura-
mente etereal. Muito pelo contrario, esperava-se que ele iria
voltar a sua Republica e disponibilizar a sua nova sabedoria ao
beneficio do bem estar comum. Podemos concluir, portanto,
que os Elementos de Euclides ndo foram elaborados somente
para sua prépria causa, mas também para fins de regular todas
as ciéncias das quais tenho destacado pelo nome coletivo de
“agrimensura’.
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§6. O que é mimese?

Na arte, a mimese é uma imita¢do do divino na forma de
representd-lo através da fala humana. Assim faz presentes a
audiéncia momentos seminais na histéria das realizacbes dos
deuses. De forma semelhante, o gedmetra contempla as ver-
dades imutdveis sobre o espago e as codifica em linguagem
humana, fazendo com que fiquem presentes ao conhecimento
humano. Ainda mais, na mesma forma em que o demiurgo, no
seu papel de agrimensor divino, usou estas verdades matemdti-
cas para construir a bela ordem do cosmos, o gedmetra, no seu
papel de agrimensor humano, faz possivel a aplica¢do destas
mesmas verdades na construgido de projetos humanos. Assim,
o gedmetra imita o divino por agir de uma maneira comple-
tamente racional e, portanto, de acordo com a racionalidade
divina.?

Conclusao

O presente trabalho, ao dar uma nova olhada’ aos pri-
meiros trés postulados dos Elementos de Euclides, abre novas
possibilidades para a compreensio do papel que, ndo somente a
geometria, mas também, como foi mencionado na nota 7, todas
as partes da matemdtica faziam no milieu intelectual da cul-
tura grega antiga. A matemdtica, como teorizante, contempla
as verdades absolutamente certas e eternas que proporcio-
nam ao homem a construgio da sua ciéncia imperfeita, porém

8 Podemos observar que os deuses homéricos, lascivos e querelantes, nio devem
ser identificados com os deuses dos filésofos. O demiurgo platonico, por exem-
plo, tem quase nada, exceto a imortalidade, em comum com seus correlatos
homéricos.

9 Observamos que Hoyrup (2001) jd tinha observado que virios teoremas dos
Elementos parecem pertencer a uma tradi¢do ingénua de agrimensura.

88



razoavelmente eficaz, quando essas verdades sdo aplicadas ao
mundo material. Isto, por sua vez, implica que, enquanto hou-
vesse decerto uma hierarquia referente a teoria e pratica, tanto
em termos da confiabilidade do modo de apreensio apropriado
a cada uma delas, quanto em termos do nivel de realidade
atribuido aos seus objetos, nido foi uma hierarquia de opostos
polares. Ao contrério, era mais como um todo orginico, em que
cada parte tinha seu papel na ordenagio correta das atividades
humanas.
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5

o

Frenicle de Bessy e Triangulos Retangulos

John A. Fossa

ntre os varios tipos de tridngulo, o que tem chamado mais
atengdo ¢ o tridngulo retingulo. Uma das razdes para isto
¢ a circunstincia pratica de que paredes dispostos per-
pendiculares ao chio sdo mais estdveis. Outra razdo ¢ que, nesse
tipo de tridngulo, os lados 4, & e ¢ sdo relacionados pela equagio
a* + b* = 2,0 que tem embasado o conceito usual de distincia, ndo
somente na matemdtica, mas também nas ciéncias empiricas.
Entre os tridngulos retingulos, porém, tem se destacado
uma certa subclasse, a saber, a em que todos os lados sio
dados por numeros inteiros positivos. Alguns exemplos des-
tes, no minimo, foram conhecidos nas principais culturas da
antiguidade e parece que os babilonios descobriram equagoes
paramétricas que determinam todos os tridngulos do referido
subtipo. Mesmo assim, parece que o primeiro tratado dedicado
a uma investigacio sistematica desses tridngulos foi o Traité des
Triangles rectangles en Nombres de Bernard Frenicle de Bessy
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que foi publicado em 1676. Aqui', farei uma pequena andlise
deste tratado. Antes, porém, serd interessante definir os termos
e esclarecer os principais conceitos a serem usados no decorrer
da anilise.

Preliminares

Tridngulos retingulos cujos lados tém comprimentos
integrais (positivos) sdo atualmente chamados “tridngulos
pitagéricos”. Frenicle ndo usava essa nomenclatura, mas dizia
simplesmente “tridngulos retdngulos em nimeros”, sendo que
¢ subentendido que por “nimeros” ele queria dizer “ntimeros
inteiros positivos”. O maior lado, o oposto ao dngulo reto, é
chamado Aipotenusa. Em portugués, chamam-se os outros dois
lados de catetos, mas parece que no tempo de Frenicle nio se
usava, entre os matemdticos franceses, um termo equivalente
e, assim, ele utilizava vérias frases descritivas para se referir aos
catetos.

Como jd mencionamos, se @, & e ¢ forem as medidas de
um tridngulo retingulo, sendo ¢ a hipotenusa, entdo a equagio
a* + b* = & serd satisfeita. Geometricamente, os quadrados sio,
de fato, construidos sobre os lados, como mostrado na Figura
1. Euclides demonstrou a citada relagdo em Proposi¢do 47 de
Livro I dos seus Elementos. A reciproca é demonstrada na pro-
posi¢do seguinte.

1 Para uma tradugio do referido tratado, ver Frenicle (no prelo).
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Figura 1.

Com referéncia a Teoria dos Numeros, os aspectos geo-
métricos podem ser relegados ao segundo plano. Para tanto,
consideremos a equagio a’+4’=* como uma equagio diofan-
tina, ou seja, uma cujas solugdes sdo restritas a serem nimeros
inteiros. Mas, visto que (-x)*=x* € que o problema ¢ trivializado
quando um dos valores ¢é zero, podemos restringir as solucoes
a ternos de numeros inteiros positivos (“ternos pitagéricos”)
da forma (g, 4, ¢), com ¢, o terceiro elemento do terno, maior
do que a e 4; assim, ¢ corresponde a hipotenusa do tridngulo
correspondente. Desta forma, para maior flexibilidade de
expressio, falaremos de tridngulos ou ternos indiferentemente.

O tridngulo (3, 4, 5) foi conhecido em todas as importan-
tes civilizagdes histéricas e até pelo homem pré-histérico (ver
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Fossa, 2010b). Devemos observar, no entanto, que o conheci-
mento de tridngulos pitagéricos ndo implica no conhecimento
do préprio Teorema de Pitigoras. Da mesma forma, o conhe-
cimento do referido teorema ndo implica no conhecimento
da sua demonstragio. De fato, parece que os egipcios antigos,
por exemplo, conheceram o Triangulo (3, 4, 5), mas néo o teo-
rema geral. Ainda mais, enquanto os babilénios provavelmente
conheceram o Teorema de Pitdgoras, ndo tiveram o conceito de
demonstragio, que s6 seria desenvolvido no século VI antes do
Cristo na Grécia Antiga (ver Fossa, 2010a).

O tablete babilonico chamado Plimpton 322, no entanto,
parece indicar que os babil6nios ndo somente conheceram ter-
nos pitagéricos, mas também desenvolveram uma técnica de
gerar esses ternos através de equagdes paramétricas. Visto que
o tablete remonta a uns 1800 anos antes do nascimento do
Cristo, o conhecimento babilonico sobre esse assunto é muito
anterior ao desenvolvimento da matemdtica grega. As referidas
equagOes paramétricas sao as seguintes:

a=2mn
b = n’-m?
¢ = ’+m?,

sendo, ¢ claro, 7 e 7 nimeros inteiros positivos com 7 > m. Se,
além disto, 7 e n forem primos entre si, o terno produzido serd
primitivo no sentido de que os elementos do terno nio terd
qualquer multiplo comum exceto 1. Isto quer dizer, em termos
do tridngulo correspondente, que nio hd qualquer tridngulo
pitagdrico menor a este e a ele semelhante. Nio ¢ dificil mos-
trar que todos os ternos pitagéricos primitivos sio dados pelas
equagdes babilonicas e, em consequéncia, todo terno pitagérico
tem a forma
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(2kmn, kn*-km?, kn+km?),

onde %4 ¢ um inteiro positivo. E interessante observar que
posteriormente os gregos usaram dois subcasos destes tridn-
gulos (os em que 4 = 1) nas suas especulagées cosmoldgicas.?
No primeiro subcaso, conhecido pelo nome de “Férmula de
Pitagoras”, colocaram m = n—1, obtendo assim tridngulos pri-
mitivos nos quais ¢ = a+1. No segundo subcaso, conhecido
como “Férmula de Platdo”, colocaram 7 = 1, obtendo tridngu-
los, alternando entre primitivos e ndo primitivos, em que =&
=2.

Durante a histéria da matemdtica antiga, houve muitos
problemas envolvendo tridngulos pitagéricos. A forma geral
destes ¢ estipular certas condigbes que os tridngulos devem
satisfazer. H4 muitos problemas desse tipo no livro Aritmética
de Diofanto de Alexandria (f7. século III). Embora fosse des-
conhecido na Europa por muito tempo, comegou a receber
a aten¢do de certos matemdticos europeus a partir do século
XV. Regiomontanus (Johann Miiller, 1436-1476) Rafael
Bombelli (1526?-1573) e Francois Viete (1540-1603), por
exemplo, todos conheceram o livro de Diofanto. Foi sé em
1621, porém, que o mesmo foi traduzido do grego para o
latim por Claude-Gaspar Bachet de Méziriac (1581-1638).
A tradugio foi muito importante na propagagio de um novo
interesse sobre a Teoria dos Numeros entre tais matema-
ticos como Albert Girard (1595-1632), Pierre de Fermat
(1601-1665), Jacques de Billy (1602-1679), Antoine Frédéric
Ozanam (1813-1853) e Leonhard Euler (1707-1783) (ver
Dickson, v. II, 1952), bem como, ¢ claro, o préprio Frenicle.

Deve ser claro que a férmula paramétrica dos babilénios
¢ um instrumento muito importante a ser usado na resolugio

2 Para mais detalhes, ver Erickson e Fossa, 2006.
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desse tipo de problema. Outra férmula muito dtil nos permite
escrever o produto de duas somas de quadrados como uma
soma de quadrados:

(@®+0?)(P+dP) = (actbd)* + (ad=bc)
Finalmente, mencionamos o problema de achar trés quadrados
em progressdo aritmética, pois ¢ um problema equivalente ao
de achar um tridngulo pitagérico. Para ver isto, sejam a, &, ¢
trés inteiros positivos tais que a?, > e ¢ estejam em progres-
sdo aritmética e seja 4 a diferenga comum. Assim, teremos
c+a

2
)= . -2(1 , obtemos £*=x?+)?, ou seja, (x, y, &) é um terno pitagé-

2 2
b?-a?=d=c>-b? e, portanto, Z?é%. Ao por x= e

rico. Para ver a reciproca, basta observar que os cdlculos ja feitos
sdo todos reversiveis. Desta forma, se (4, 4, ¢) for um terno pita-
gorico com & > a, poremos x = b+a e y = b—a. Entdo, como ¢ ficil
verificar, %, &, &% sdo trés quadrados em progressdo aritmética
com diferenga comum de 2aé.

Como veremos no préprio Tratado de Frenicle, os tridngu-
los pitagéricos sdo relacionados a formas quadréticas de forma
natural. Antes de proceder, porém, a investiga¢io do referido
Tratado, serd interessante fazer algumas observagbes sobre a
vida do seu autor.

Apontamentos sobre a Biografia de Frenicle

Segundo M. A. Aubry (1914), Bernard Frenicle de Bessy
nasceu em 1602, enquanto para A. Weil (1984) o referido
evento s6 aconteceu em 1612. Para complicar ainda mais J. J.
O’Connor ¢ E. F. Robertson (2000) indicam que Frenicle nas-
ceu em 1605. Veio a falecer, segundo todos, em 1675.
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Embora nio sabemos muitos detalhes sobre a vida dele,
sabe-se que foi um matemdtico amador e membro da Academia
Francesa das Ciéncias, sendo que ingressou nesta institui¢io
em 1666. Sabe-se também que era um oficial da corte francesa
e, como tal, residia em Paris. Segundo James Tattersall (1999),
era amigo do astrénomo italiano Galileu Galilei (1564-1642) e
se disponibilizou a este para fazer uma tradugdo do seu Didlogo.
A tradugio, porém, nio foi feita. Também segundo Tattersall
(1999, p. 71-72), ele “discovered in 1634, that the frequency of
a pendulum is inversely proportional to the square root of its
length”.

Um dos grandes interesses matemdticos de Frenicle era a
Teoria dos Numeros. De fato, era seu interesse por quadra-
dos mdgicos que o levou a iniciar, através da intermediagio
de Marin Mersenne (1588-1648), uma correspondéncia com
Fermat. A correspondéncia ndo se limitou aos quadrados
magicos, mas se centrava sobre questdes relacionadas a divisibi-
lidade. Ainda correspondia com René Descartes (1596-1650),
Fermat e Mersenne em relagio a nimeros perfeitos e nimeros
amigéveis.

Em termos da sua atuagio na matemdtica, Aubry (1914, p.
8) destaca sua habilidade em fazer cdlculos, mas aponta tam-
bém para a falta de conhecimento mais teérico:

On ne dird que quelques mots de sés traités,
qui témoignent seulment de as rare apti-
tude aux calculs numériques, sans donner
grande ouverture sur 1és principes généraux
invoques.

Esta avaliagio ¢é compartilhada por seu contemporineo
Fermat, bem como por André Weil (1984). Mesmo assim,
foi um dos poucos matematicos da época que se interessava
em questdes relacionadas a Teoria dos Numeros e, assim, foi
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instrumental na divulgagio desta drea da matemdtica para
seus contemporineos. Talvez o seu maior legado matematico
seja o seu tratado sobre tridngulos pitagéricos, que é o objeto
do presente trabalho. O referido tratado foi decerto uma das
influéncias principais sobre o também francés Eugéne Bahier
que publicou, em 1916, um tratado com o mesmo nome do de
Frenicle, sendo, porém, o de Bahier mais sistemditico e mais
pormenorizado.’

Considera¢oes Gerais sobre o Tratado

O Traité des Triangles rectangles en Nombres de Frenicle é
um volume pequeno consistindo de apenas 116 paginas, sendo
que o texto é limitado a uma coluna estreita da pagina. As mar-
gens largas sdo usadas para indicar os tépicos abordados e para
identificar as proposi¢bes anteriores que justificam os passos
nas demonstragées. A publicagio original aconteceu em 1676,
no ano posterior ao falecimento de Frenicle. A obra foi repu-
blicada em 1729.

A apresentagio da matéria abordada é bastante parecida
com a utilizada por Euclides nos seus Elementos, o que tem
sido certo padrio entre textos matemdticos. Comega com uma
lista de defini¢oes, seguidas por uma lista de “pressupostos”,
que abordaremos sequencialmente no que segue. Antes de pas-
sar para as proposicoes, ainda acrescenta algumas “observacoes
gerais”, ligadas aos pressupostos. Embora haja certa variagio
na apresentagio das proposi¢oes e as suas demonstragdes, hd
certa padrdo que é seguido com certa regularidade. As propo-
sicdes sdo primeiramente enunciadas em letras itdlicas. Entdo
as demonstragdes sdo iniciadas por identificar as premissas da
proposi¢do e por destacar a conclusio com as palavras “digo

3 Para uma tradugio comentada do livro de Bahier, ver Bahier (2017).
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que”. Dai segue a argumentagido que ¢ finalizada por repetir
novamente a proposi¢do (em geral, apenas parcialmente) e
indicar que a conclusio foi o que se queria demonstrar.

As proposi¢oes do tratado de Frenicle consistem de 41
proposi¢des numeradas, aos quais sdo acrescentadas, em vérios
casos, uma ou mais “consequéncias” (isto ¢, coroldrios). Entre as
41 proposigoes principais, algumas sio claramente identificadas
como lemas. Interessantemente, o texto ndo tem apresentagio
alguma, nem introdugio, que justificasse a necessidade do livro
ou delimitasse seu escopo.

As Definicoes de Frenicle

Ao iniciar seu Tratado, Frenicle faz uma lista de seis defi-
ni¢es, duas das quais tém subpartes. As palavras definidas sio
as seguintes:

I. Triangulo Retingulo em Numeros
II. Lados Menores
Area
Hipotenusa
III. Tridngulo Primitivo
IV. Tridngulo Composto
V. Multiplo de um Triangulo
VI. Ndmero Parmente Par
Numero Imparmente Par.

Todas as defini¢oes sio feitas retoricamente. Os pri-
meiros cinco destes conceitos foram abordados numa se¢io
anterior do presente trabalho e, portanto, nio carecem de
maiores comentdrios aqui. Mencionamos apenas que o
termo “lados menores” significa catetos e “drea” ndo é defi-
nida como uma regiio do plano (a regido encerrada pelo
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triingulo), mas como um produto, isto é, em termos -
algébri-

1 - . A
cos, 5 ab, onde a e 4 sdo os catetos do tridngulo. Observamos

também que nio define “multiplo de um tridngulo” explicita-
mente, mas define “dobro de um tridngulo” e indica os outros
casos por analogia.

O conceito de “parmente par” é achado em Euclides, onde
¢ chamado de par-vezes par. Para Euclides, ¢ um nimero que
pode ser fatorado em dois fatores pares. De forma semelhante,
par-vezes impar ¢, para Euclides, um nimero que tem um fator
par e outro impar. Outros entre os antigos, como Téon de
Smirna e Nicomaco de Gerasa, queriam eliminar a possibili-
dade de um mesmo nimero (por exemplo, 12) seja considerado
tanto par-vezes par (2x6) quanto par-vezes impar (4x3) e, para
tanto, modificaram as defini¢cdes de euclidianas. Frenicle ado-
tou a atitude de Téon e Nicdomaco, definido o “parmente par”
como um numero divisivel por 4 e o “imparmente par” como
um ndmero divisivel por 2, mas nio por 4. Isto ¢ uma primeira
aproximagdo do algoritmo da divisao que afirma que dados dois
inteiros 7 e m, ha inteiros ¢ e  (4nicos) tais que 7 = gm+r com
0 <7< m, 0 que é obviamente um teorema muito mais impor-
tante. No contexto dos tridngulos pitagéricos, porém, em que
s6 numeros inteiros positivos sdo contemplados, o algoritmo
tomaria a seguinte forma: para z > 7, hd ¢ e r tais que 7 = gm+r
com 0 < 7 < m; o caso n = m seria considerado como trivial,
enquanto o caso 7 < 7, teria de ser considerado separadamente.

0s Pressupostos de Frenicle
Logo depois das defini¢des, Frenicle lista doze “pressupos-
tos”. Poderiamos supor que ele os considerava como os axiomas

da sua obra. No entanto, ele indica que sdo proposi¢oes que
sdo ou demonstradas na literatura ou cujas demonstragoes sio
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muito ficeis. Sendo assim, ndo parecem axiomas, mas apenas
proposicoes uteis cujas demonstragoes podem ser dispensadas
porque sio bem conhecidas. Novamente a abordagem é com-
pletamente retérica. Listaremos esses pressupostos a seguir,
tecendo comentdrios maiores quando necessirio. Usaremos
varidveis para abreviar a apresentagdo, sem, no entanto, moder-
nizar o pensamento de Frenicle.

I. Se a*+4* nio for um quadrado perfeito, @ e 4 nio serdo
os lados de um tridngulo pitagérico.

Ao entender que por “lados” Frenicle quer dizer “lados
menores’, isto é a contrapositiva da Defini¢do I.

IL. O resultado de multiplicar um triangulo pitagérico por
um inteiro positivo, ou de dividir por um fator comum, é
um tridngulo pitagérico.

Claramente, temos a?+4* = ¢ sse (na)*+(nb)* = (nc)>.

III. Se x dividir y, x dividird qualquer poténcia de y. Se p
for um primo que divide um quadrado, também dividird o
lado do quadrado.

A primeira parte é ébvia, enquanto a segunda parte segue-
se da primeira, usando uma fécil redugio ao absurdo.

IV. O produto de dois quadrados serd um quadrado, mas o
produto, bem como o quociente, de um quadrado e um nio
quadrado serd um ndo quadrado.

A maneira mais ficil de ver a segunda parte talvez seja atra-
vés da decomposi¢do em nimeros primos.

V. Qualquer multiplo de um par serd par. Um impar somado

com um par ou multiplicado por um impar serd impar. A
soma de dois impares serd par.
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VI. Se a estiver para 4 como um quadrado estd para outro
quadrado, o mesmo serd verdadeira para quaisquer partes
iguais de a e 4.

A formulagio retérica pode parecer estranha, mas se trata
apenas do cancelamento de termos iguais de uma fragao.
As partes iguais de a e 4, s@o os quocientes da divisdo por
um fator comum. Assim, dado 4 = 7c e 4 = nd, temos 4 =
X sc_Xx b
==

yood oy

VII. Qualquer divisor comum de dois nimeros também
dividird sua soma e diferen¢a, bem como seus dobros.
Trata-se de casos particulares do teorema util que garante
que um divisor comum de dois nimeros também divide
todas as combinagdes lineares destes dois nimeros.

VIII. O quadrado da soma de dois nimeros serd igual ao
quadrado da sua diferenga mais quatro vezes seu produto.
Trata-se da identidade algébrica (a+6)? = (a—b)*+4ab.

IX. O produto de um nimero e uma diferenga serd a dife-
renga dos produtos.

Trata-se de um caso especial da lei de distributividade:
n(a—b) = na—nb.

X. O nimero sélido produzido serd independente da ordem
da multiplica¢do. O mesmo acontece para mais do que trés
fatores.

Para os antigos,um nimero sélido é um nimero que tem trés
fatores. Assim, o presente pressuposto de Frenicle é equiva-
lente a associatividade e comutatividade da multiplicagdo.

XI. Dois nimeros planos semelhantes nio serdo coprimos,
nem serd um deles coprimo com o dobro do outro.



Mais uma vez ¢é necessrio recorrer 2 matemdtica antiga
para entender esta proposi¢do. Um nimero plano é um que
tem dois fatores, enquanto que dois nimeros sio seme-
lhantes se eles tém uma média proporcional, isto é, se sua
média geométrica ¢ um inteiro. Mas, quando os dois nime-
ros originais sdo quadrados, a proposi¢io de Frenicle pode
ser falsa, pois teremos a4’ - ab :: ab : & e os extremos serdo
coprimos sempre que 4 € 4 sao coprimos.

Parece, no entanto, que Frenicle estd mais interessado na
conclusido que se deduz desta proposi¢do, a saber, que o
produto de coprimos serd um quadrado somente se cada
um dos fatores forem quadrados e, de forma semelhante,
o produto de dois coprimos serd o dobro de um quadrado,
somente se um dos fatores for quadrado e o outro duas
vezes um quadrado. Seria, contudo, ficil demonstrar isto
usando a decomposi¢io em nimeros primos.

XII. Resultados obtidos através do uso da dlgebra sio
vélidos.

Naépocade Frenicle a dlgebra ndo era matematicamente
legitimada, pois ainda n@o havia uma axiomatizag¢io dos
procedimentos algébricos. De fato, houve muita contro-
vérsia sobre o assunto (para mais detalhes, ver Pycior,
1997). Assim, parece que, com a atitude assumida no
presente pressuposto, Frenicle tinha um espirito arro-
jado com referéncia a esta questdo. No entanto, tudo
que sabemos sobre Frenicle nos leva a concluir que, na
verdade, a sua aceita¢do da dlgebra era acritica e comoda,
talvez tendo sofrido a influéncia do seu contato episto-
lar com Descartes.
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Trés Observacoes Gerais

Antes de prosseguir para as proposicoes, Frenicle, como ja
mencionamos, apresentou trés observagoes gerais. A primeira
pode ser considerada uma metaproposigio, pois caracteriza os
pressupostos como dados, sendo que ji se encontram demons-
trados na literatura.

As outras duas observa¢bes podem ser entendidas como
estipulagdes linguisticas, embora Observagio II acarreta um
resultado substancial. Este entdo afirma que a unidade (isto &,
o numero 1) é de fato um ndimero e, portanto, um nimero qua-
drado. Entre muitos dos antigos, a unidade néo era considerado
um numero, mas o “principio” de nimero. Muita da confusio
causada pela ndo inclusdo da unidade entre os nimeros é escla-
recida por integrar a mesma no referido conjunto, mas, devido
as suas propriedades como a identidade multiplicativa, ndo a
incluir entre os primos.

A Observagio I1II ¢ mais simples, pois apenas estipula que,
no seu texto, os termos “Iridngulo” e “Iriangulo Retingulo”
serdo usados no sentido de “tridngulo retingulo em nimeros”,
ou seja, no sentido de “tridngulo pitagérico”.

Consideracoes sobre as Proposicoes

Visto que hd 41 proposigdes e virios coroldrios, ndo ire-
mos comentar cada proposi¢io individualmente. Em vez disto,
agruparemos as com conteiidos semelhantes a fim de resumir
estes contedidos e fazer alguns comentdrios pontuais.

As primeiras trés proposi¢des, caracterizadas como lemas,
sdo casos especiais do jd mencionado algoritmo da divisio. A
formulagio ¢é feita para que o resto tenha a forma

_Lpercdy
2 2

104



e os trés casos abordados sdo para sigual a 3,4 ¢ 5. Observamos
ainda que as demonstra¢des nio sio inteiramente convincen-
tes, mas que provavelmente satisfizeram os padrées de rigor
da época.

As préximas seis proposi¢des, também caracterizadas como
lemas, abordam propriedades aritméticas de quadrados como
todo quadrado tem a forma 3% ou 34+1 (Proposi¢io V) e
todo quadrado impar tem a forma 8¢+1 (Proposi¢dao VII). A
Proposi¢do VII tem dois coroldrios (“consequéncias”) e cada
uma das Proposi¢des VIII e IX tem um. O primeiro coroli-
rio da Proposi¢do VII afirma que a soma de dois quadrados
impares nido pode ser um quadrado. Isto implica de ime-
diato que nenhum tridngulo pitagérico pode ter dois catetos
impares, ou, equivalentemente, todo tridngulo pitagérico tem
pelo menos um cateto par. No entanto, Frenicle nio deduziu
nenhuma consequéncia referente aos tridngulos pitagéricos
nestas proposicoes, preferindo abordar os tridngulos s6 a partir
da Proposi¢io X.

Assim sendo, a Proposi¢io X, a primeira que ndo é qua-
lificada como um lema, é a primeira que trata dos tridngulos
pitagéricos e reza sobre as equagdes paramétricas dos babi-
l6nios. Segundo a referida proposi¢do, dado dois nimeros
(inteiros positivos) desiguais quaisquer, o dobro do seu pro-
duto e a diferenca dos seus quadrados serdo os catetos e a
soma dos seus quadrados serd a hipotenusa de um triin-
gulo pitagérico. A exposi¢do € inteiramente retérica, mas
¢ claramente equivalente a seguinte formulagdo algébrica:
(2mn, n?-m? n’+m?) é um tridngulo pitagérico sempre que 7,
meN, com 7n > m. Visto que os elementos do terno sio inter-
pretados como distincias, a condi¢do que 7 seja maior do
que 7 é necessdria para garantir que 7°-7° seja positivo. Na
formulagdo retérica de Frenicle, a referida condigio é apenas
dada implicitamente pela estipulagio que os dois nimeros
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dados sejam desiguais; ndo obstante é claramente subenten-
dida. Frenicle d4 duas demonstragbes, uma geométrica e outra
algébrica. No final da demonstrac¢io algébrica estipula que os
numeros 7 e n serdo chamados de geradores do referido trian-
gulo e que o cateto correspondente a 277 serd chamado o Jado
par. Essa terminologia serd usada mesmo quando todos os
lados do tridngulo sdo pares. Assim, seja 72 = 2 e n = 4. Entdo
o tridngulo gerado ¢ (16, 12, 20), cujos lados sdo todos pares.
Mesmo assim, 16 = 2x2x4 ¢ chamado o lado par.

Visto que ja temos muita familiaridade com a formulag¢io
padrio atribuida aos babilénios, serd interessante explicitar o
que a formulagio de Frenicle ndo afirma. Assim, ndo afirma que
o resultado serd primitivo, nem que todo tridngulo pitagérico
tenha a forma indicada (ou seja, que tenha geradores). Frenicle
aborda a questdo de tridngulos primitivos mais adiante, mas, de
fato, a segunda destas afirmagdes ndo é sempre verdadeira para
tridngulos compostos. No caso do tridngulo 3(4, 3, 5) = (12, 9,
15), por exemplo, ndo hd geradores, pois os sistema

2mn=12
n’-m?=9
m+m’=15

nio tem solugio nos inteiros positivos. (Se permitisse nimeros
irracionais como geradores, \fﬁ)’) e 2\3 seriam geradores.)

H4 ainda um coroldrio a4 Proposi¢do X que observa que
sempre que um nimero ¢ ¢ a soma de dois quadrados, ¢ serd
a hipotenusa de um tridngulo pitagérico. Os catetos, é claro,
serdo dados pela diferenca destes quadrados e o dobro do pro-
duto das suas raizes.

A Proposi¢io XI, que também tem coroldrio, resolve o
problema sobre a relagdo entre trés quadrados em progressio
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aritmética e tridngulos pitagéricos. Visto que isto ja foi discu-
tido, ndo serd necessdrio acrescentar mais explicagoes aqui.

As proximas trés proposi¢des abordam questdes sobre os
geradores e os tridngulos gerados, sendo que as duas uUltimas
sdo munidas, cada uma, de um coroldrio. A mais importante
destas ¢ a Proposi¢do XIV, que afirma que o tridngulo gerado
serd pitagorico caso os geradores sejam (i.) coprimos e (ii.) de
paridade diferente. As duas condi¢des sio necessdrias, pois,
caso os dois geradores fossem impares, mesmo sendo impa-
res coprimos, todos os trés lados do tridngulo gerado seriam
pares e, portanto, o0 mesmo nio seria primitivo. Novamente,
observamos que nio é demonstrado aqui que todos os triin-
gulos primitivos tém geradores; Frenicle ainda voltard a essa
questdo mais adiante no 7ratade. Ndo obstante, mostrou jd
na Proposi¢do XV que o universo de tridngulos pitagéricos é
exaurido pelos tridngulos primitivos e os tridngulos compostos.

As Proposigoes XVI a XVIII sdo lemas que estabelecem
certas identidades algébricas tteis para a manipulagio dos
geradores. A primeira destes tem um coroldrio, enquanto a
ultima tem dois. De fato, o primeiro coroldrio de Proposi¢io
XVIII afirma que a diferenga entre quaisquer dois quadrados
(de inteiros positivos) é, no minimo, trés. Disto, é quase de
imediato de que o triangulo (3,4, 5) é o menor tridngulo pita-
gorico, no entanto Frenicle ndo afirmou isto aqui, preferindo
voltar a questdo mais adiante.

A Proposi¢io XIX observa que todo tridngulo primitivo
consiste de um cateto par, um cateto impar e hipotenusa
impar. Isto é feito em apoio da demonstra¢io da Proposi¢io
XX que afirma que em todo tridngulo pitagérico a hipo-
tenusa ¢ a soma de dois quadrados, enquanto seu cateto
impar é a diferenca destes mesmos quadrados. Isto ¢
decerto 6bvio das equagdes paramétricas babilénicas, mas,
é claro, Frenicle nio pode usar isto (Proposi¢io X) na sua
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demonstragdo porque nio levaria em conta a questao de existén-
cia. Assim, mostrou que, onde ¢ é a hipotenusa e 4 o lado impar,

x==L ; b e y== é b s30 coprimos e que x:y s p* :¢7, para algum p,

¢ inteiros positivos. Isto implica que x e y sdo quadrados perfei-
tos, digamos 7? e m? , respectivamente. A partir deste resultado,
é facil mostrar que 7 e 7 sdo os geradores do tridngulo primitivo
original e, portanto, todo tridngulo primitivo tem geradores.
Frenicle fez isto no primeiro coroldrio a Proposi¢io XX. Num
segundo coroldrio desenvolveu um critério para um tridngulo
ser primitivo — que a hipotenusa tenha a forma 4¢+1 — e num
terceiro mostrou que o triangulo (3, 4, 5) é o menor tridngulo
pitagérico.

A préxima série de proposi¢des, a saber, Proposi¢oes XXI a
XXV, ¢ dedicada a determinar quais proposi¢oes tém gerado-
res. Mostra-se, em efeito, o seguinte resultado:

Seja («, y, z) um tridngulo pitagérico. Entdo, (x, y, z)
tem geradores se, e somente se,
i. (%, , 2) é primitivo,
ii. (%, y, 2) =#(a,b,c), com (a, b, ¢) primitivo,
ou, iii. (x, y, z) =2&%(a,b,¢), com (a, b, ¢) primitivo.

Quando % = 1, caso (ii.) se reduz ao caso (i.) e caso (iii.) é duas
vezes um primitivo. Ainda mais, se 7 e 7, sendo coprimos e de
paridade diferente, forem os geradores do tridngulo primitivo
(a,b,c), km e kn serdo os geradores de £°(a,4,¢) e, se m e n,sendo
coprimos e ambos impares, forem os geradores do tridngulo
2(a, b, ), onde (a, b, c) é primitivo, 27 e kn serdo os geradores
de 2/ (a,b,c).

As Proposi¢oes XXVI a XXIX estabelecem fatos sobre a
divisibilidade dos lados. Assim, em todo tridngulo pitagérico,
um dos catetos é divisivel por 3, um (pode ser o mesmo) é
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divisivel por 4 e um dos trés lados ¢ divisivel por 5. Visto que 3,
4 ¢ 5 sdo coprimos, isto acarreta o fato interessante de que em
qualquer tridngulo pitagérico, seja ele primitivo ou composto,
o produto dos trés lados é divisivel pelo produto dos lados do
menor tridngulo pitagérico. No entanto, Frenicle ndo observou
esse fato. Na Proposi¢do XXX ele mostra que a drea de todo
tridngulo pitagérico é divisivel por 6.

As préximas dez proposic¢ées giram em torno da existéncia,
ou ndo, de tridngulos pitagéricos satisfazendo certas condi-
¢oes, especialmente condi¢bes envolvendo alguma medida
relacionada a quadrados perfeitos ou quadrados duplos (duas
vezes um quadrado perfeito). Desta forma, a Proposi¢io
XXXIX garante que ndo existe tridngulo pitagérico algum
cuja drea é um quadrado perfeito, enquanto a Proposi¢iao XL
afirma que nenhum tridngulo pitagérico tem 4rea igual a um
quadrado duplo. Virias destas proposi¢des tém corolirios,
sendo que as Proposi¢oes XXXIX e XL tém muitos — quatro
no caso desta e seis no caso daquela. Aqui Frenicle também
abandonou seu procedimento usual de colocar os coroldrios
logo depois das suas respectivas proposi¢oes, pois reuniu os
coroldrios referentes a estas duas proposi¢ées e as colocou
sequencialmente depois da Proposi¢ao XL.

O primeiro corolirio da Proposi¢io XL afirma que nio
existe tridngulo pitagérico algum cujos catetos sio ambos
quadrados perfeitos. Pois, suponha que (x4 3% z) fosse
um tridngulo pitagérico. Ora, pelo menos um dos cate-
tos, digamos «’, é par e, portanto, ¢ divisivel por 4.
Assim, pondo x’=4¢* , teriamos que a drea do tridngulo ¢é

%a@yz = %(492)322 = 2(gy)?, ou seja, a drea do tridngulo seria um

quadrado duplo, o que contradiz a Proposi¢io XL. Disto,
acarreta-se o segundo coroldrio: ndo existe qualquer terno de
nameros inteiros positivos que satisfagam a equagio x*+y* =27,
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Novamente a demonstragio ¢ por redugio ao absurdo, pois se
houvesse um terno do referido tipo, («% y?2) seria um tridngulo
pitagérico, contradizendo o primeiro corolirio. Mas, agora o
Ultimo Teorema de Fermat ¢ demonstrado para os casos espe-
ciais em que o expoente ¢ um multiplo de 4. Para ver isto,
supomos que haja um terno de inteiros positivos que satisfa-
¢am a equagdo x*+y*7=z*. Entdo, (x7, 17, %) satisfaria a equagio
x*+y*=2?, o que contradiz o segundo corolirio. Observamos
ainda que o mesmo resultado pode ser obtido, através de um
raciocinio estreitamente paralelo ao raciocinio aqui usado, a
partir dos primeiros dois coroldrios de Proposi¢io XXXIX.
Frenicle nio fez, no seu texto, mencio do Ultimo Teorema
de Fermat, o que parece estranho se ele soubesse da ligagdo
entre o Teorema e a sua Proposi¢io XL, pois, embora o referido
Teorema s6 fosse publicado muito depois do falecimento de
Fermat em 1665, 0 mesmo circulava via correspondéncia entre
a comunidade de matemiticos interessados na “aritmética”. Na
verdade, visto que as demonstragdes das Proposi¢coes XXXIX e
XL feitas por Frenicle utilizam uma técnica de demonstragio
inventada por Fermat e usada por ele para mostrar as mesmas
duas proposi¢ces, bem como o caso especial do seu Teorema,
Weil (1984) concluiu que o 7ratado, que é uma publicagio
péstuma, foi inacabado quando seu autor faleceu.

Finalmente,a Proposi¢io XLI do 7ratado afirma que a soma
ou diferenca dos catetos de um tridngulo primitivo sempre tem
a forma 8¢+1. A demonstragio é por casos, considerando que o
gerador par pode ser ou parmente par ou imparmente par.

Conclusao
Do que foi apresentado, fica claro que o 7ratado de Fenicle

¢ uma tentativa de expor rigorosamente as principais pro-
priedades de tridngulos pitagéricos. Estabelece as equagdes
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paramétricas atribuidas aos babilonios, determina quais tridn-
gulos tém geradores e aponta para uma demonstragdo de um
caso especial do Ultimo Teorema de Fermat. Apesar de certas
pequenas falhas dedutivas e algumas ambiguidades devidas a
apresentagio retérica do seu conteido, o Tratado alcance esses
objetivos de forma convincente e agraddvel. Nao mostra, no
entanto, originalidade nem nos resultados apresentados nem
nos métodos de demonstra¢io empregados.
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6

0 Primeiro Trabalho de Euler
sobre Equagoes Diofantinas

Joice de Andrade Dantas
John A. Fossa

matemadtico sui¢o, Leonhard Euler (1707-1783), foi
aluno do mais importante matemdtico' da sua época,
Johann Bernoulli (1667-1748). Seria destinado, no
entanto, a ndo somente superar seu proprio mestre, mas tam-
bém a se tornar, na frase feliz de Laplace?, o mestre de todos nds.
Atuou,de 1727 a 1741, na nova Academia de Sio Petersburgo,
de 1741 a 1766, na Academia de Berlim e, de 1766 a 1783,

de volta & Academia de Sio Petersburgo. Embora estivesse

1 Isto era, pelo menos, o juizo feito na época. Observamos que, embora seu rival
Isaac Newton tenha vivido até 1727, j4 estava bastante idoso no periodo em que
Bernoulli atuava e nio produzia matemitica nova.

2 Pierre Simon, Marquis de Laplace (1749-1827). Para mais sobre esse bon mot,
ver, por exemplo, Dunham (1999).
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bastante ativo no gerenciamento dessas duas institui¢des, sua
atividade principal foi na pesquisa matematica. Publicou mais
do que oitocentos trabalhos especializados sobre virias dreas
dessa ciéncia, chegando a ser um dos matematicos mais produ-
tivos de todos os tempos®.

Como ji indicamos, Euler foi inovador em virias suba-
reas da Matematica. Em especial, se interessou pela Teoria dos
Numeros numa época em que esse ramo da ciéncia nio era
reconhecido como uma drea de pesquisa matematica. Instigado,
contudo, por alguns questionamentos de Bernoulli e, especial-
mente, Christian Goldbach (1690-1764), utilizou métodos
algébricos para resolver problemas da Teoria dos Numeros, o
que lhe permitiu generalizar e sistematizar os seus resultados e,
em consequéncia, assentar as bases da mesma como uma ver-
dadeira teoria matemdtica.

Dentro da prépria Teoria dos Numeros, encontra-se o
estudo de equagdes com coeficientes inteiros e a restri¢io de
que as solugdes também sejam nimeros inteiros. Esse estudo
¢ chamado o de Equagées Diofantinas, pois a sua investiga-
¢do* remonta ao matemitico grego Diofanto de Alexandria (/7.
século III ou IV). De fato, a equagio diofantina mais famosa
talvez seja a particulariza¢io do Teorema de Pitigoras, ou seja,
a*+b* = 2, com a, b, ¢, inteiros positivos e concebidos como os
lados de um triangulo retangulo. A solu¢io geral era, de fato,
conhecida muito antes da época de Diofanto e podera ser dada,
de forma paramétrica, como (a, &, ¢) = k(n*—m?, 2mn, n*+m?),
onde £, 7, n sdo inteiros positivos e 72, 7 sio coprimos, de pari-
dade diferente com 7 > .

3 Para mais detalhes da vida e obra de Euler, ver, por exemplo, Fellmann (2007).

4 Observamos, no entanto, que Diofanto frequentemente aceitava soluces
racionais.
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Euler tinha interesse nas equacdes diofantinas e escreveu
virios artigos sobre esse assunto, sendo o primeiro’, E29, o
objeto de estudo do presente trabalho.

Sobre a Solu¢ao de Problemas Diofantinos

O trabalho E29, mencionado no pardgrafo anterior®, foi
apresentado a Academia de Sdo Petersburgo em 1733. S6
foi publicado, no entanto, sob o titulo De solutione problema-
tum diophanteorum per niimeros integros (“Sobre a solugio de
problemas diofantinos por nimeros inteiros”), na revista ofi-
cial dessa Academia, os Commentarii academiae scientiarum
Petropolitanae, em 1738.

No referido artigo, Euler (1738, p. 176, tradugio nossa)
propde “fazer a férmula ax’+bx+c igual a um nimero qua-
drado”. Isto ¢, propde achar as solugdes, sempre no conjunto
dos nimeros inteiros, da equagdo ax*+bx+c = y*. Para tanto,
sua estratégia geral é usar uma solugdo particular (xo, yO) para
achar novas solu¢des. Observa ainda, no entanto, que a pro-
cura para a solugdo particular inicial pode ser problemdtica,
pois nem toda equagdo da referida forma tem solugdes no
conjunto dos nimeros inteiros. D4, como exemplo, a férmula
3x?+2, que ndo é um quadrado (inteiro) perfeito para qual-
quer valor inteiro de x. Embora nao justifique a sua afirmacio,

5 O historiador sueco da Matematica, Gustav Enestrom (1856-1923), investigou
866 obras de Euler, incluindo seus livros, artigos cientificos e parte da sua cor-
respondéncia cientifica. Indexou essas obras segundo a ordem de produgio, que,
em alguns casos é bastante diferente da ordem de publicagio, usando os nimeros
E1 (para a primeira) até E866 (para a tltima). Hoje, os mesmos sdo chamados
os “nimeros de Enestrom” e sdo usados como um expediente conveniente para se
referir as virias obras do Euler.

6 Ver Euler (1738) nas Referéncias do presente trabalho.
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presumivelmente reporta-se ao fato de que nenhum quadrado
perfeito tem a forma 34+2.

Paraimplementara estratégia geral,umavezencontradauma
solucio inicial, Euler utiliza as solugbes da equagio de Pell asso-
ciada & equagio original. Isto ¢, considera as solugtes da equagio
¢* = ap*+1. Curiosamente, foi o préprio Euler quem deu o nome
“equagio de Pell” a equagées dessa forma, pois pensou que a
solucdo geral das mesmas havia sido descoberta pelo mate-
mitico inglés John Pell (1611-1685). Nisso, entretanto, Euler
se equivocou, pois Pell nio parece ter dado uma contribui¢io
importante a resolugdo do referido tipo de equagio, embora
relatasse sobre o trabalho de alguns dos seus contemporineos
nesse sentido, e, em qualquer caso, os matemadticos hindus,
como Brahmagupta (século VII), ja haviam dado a resolugio
completa da mesma pelo préprio método, substancialmente,

dado por Euler (ver Fossa, 2010).
A Solucao de Euler

Dado, entdo, um nimero 7z que faz com que ax*+bx+c seja
um quadrado perfeito com raiz m, an+P+yN(an*+bn+c) tam-
bém serd um quadrado perfeito com raiz 8n+e+C\ (ar+bn+o).
Para determinar os desconhecidos a, B, v, 6 e C, Euler desen-
volve duas expressdes para o polinémio, iguala os coeficientes
de poténcias iguais e chega ao seguinte teorema (Euler, 1738,
p. 177, tradugio nossa):

Se ax’+bx+c é um quadrado para x = 7,

entdo também serd um quadrado para
x = gn+y+p\/(an2+bn+c) e sua raiz serd
a

apn+b2_P+g\/ (arP+bn+c).
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As quantidades p e ¢ sdo obtidas a partir da equagdo de Pell.
Foi ainda necessario acrescentar a condi¢do de que 4p seja
divisivel por 2 para garantir que as quantidades mencionadas
no teorema sejam numeros inteiros.

Devido as restrigoes de espago, ndo apresentaremos aqui
os detalhes dos célculos de Euler. No lugar disso, apresentare-
mos, na proxima se¢io do presente trabalho, um exemplo de
uma equagio resolvida pelo método proposto. Uma anilise dos
cilculos algébricos gerais pode ser achada em Dantas (2011).
Antes de apresentar o referido exemplo, porém, observamos
que novas solugdes sdo encontradas por iterar o procedimento.

Nas palavras do préprio Euler (1738, p. 178, tradugio nossa):

Desta maneira, portanto, do valor » dado
para x, esse outro ¢ achado: gn+ﬂ+pm,
onde 7 é colocado no lugar de v (a2n%+én+c).
Da mesma forma, quando essa quantidade é
tratada como 7, isto é, quando apn+ bp +qm é
tomado no lugar de 7, encontra-se mais um
valor que, substituido no lugar de x, satis-
faz ao quesito, a saber, 2ap*n+bp*+2pgm+n, e
a raiz desse novo quadrado’ serd 2apg+bp-
g+2ap*m+m. Tomamos agora aquele valor
para 7 e este para . e obtemos um quarto
valor para x que satisfaz ao quesito, a saber,

4angn+2bng+4a]‘)3m+gn+M+3pm cuja
a
raiz® sera 4a2p3n+2bp3+4angm+3apn+3_bp
2

+gm

7 O primeiro termo dessa raiz deveria ser 2apgn. O original parece ser erro de

composi¢io da revista.

8 O segundo termo dessa raiz deveria ser 2a6p°. O original parece ser erro de com-
posicio da revista.
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Desta forma, o método de Euler consiste em um procedi-
mento recursivo para gerar novas solucdes a partir das solugoes
ja encontradas. Nesse sentido, ele apresenta uma tabela dos
primeiros valores para x e 7 (raiz do quadrado), que reprodu-
zimos como Figura 1.

Valores ipfius x Valores V' (ax?—-by—-¢)
1. a | m
I. gu~-pm- 1:_71'1 | apn '{"'?Hr'-"f—gp
I 2% ;‘.ﬁqw-r-ﬁ:_—:] rapgu-24*m—-bpg
—x —
1V.447 h_‘,r_ﬂ.jq.:m_‘_ﬁl:'?:.i'lil 4apq’n—-4q m—-2bpq*
—3qu—pm —apn—g3qm—">F
V.8gTn4-8pg - i Sapgin—-Bgtm—t-4bpq*t
~ & n—gpgm — qapqn—8q° m—2aipg
—+u =t
etc. €Ic. ‘ etc.

Huius progreflionis haec  Huius progreflionis haee

elt lex. - elt Jex.
tepim. quicungue A I E
aunc fequens B F,
2qB—A 44 } 2qF—E

Figura 1. Valores para x e .
Fonte: Euler (1738, p. 179).

Como a Figura 1 mostra, os valores de x e 72 formam duas
sequéncias que sdo dadas por recorréncias. No caso dos valores
de x,se A e B forem quais quer dois elementos consecutivos da
sequéncia, o préximo serd dado por 29B—A+@. De forma
semelhante, se E e F forem quaisquer dois valores consecutivos
de m, o préximo serd dado por 2gF-E. A descoberta dessas
relagdes simplifica substancialmente o procedimento para a

produgio de novas solugoes.
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Um Exemplo

Consideremos agora a equagdo 3x*+5x+7. A estratégia
geral é achar, por tentativa e erro, uma solugio particular da
expressdo quadritica e, em seguida, fazer com que 3p7+1 seja
um quadrado perfeito (= ¢%) com a condigio de que 2 divide 5p.

A busca da solugio da expressdo quadritica é resumida na
Figura 2. Segundo a referida Figura e usando a notagio de
Euler, temos n=3,m = 7.

X | 3x*4+5x+7

1 15

2 29

3 49 =72
Figura 2.

Com relagio a equagio de Pell 3p°+1 = ¢, podemos, nesse
caso, encontrar uma solugdo facilmente por inspe¢io. Visto que
5 ¢é impar, é necessirio que p seja par. Assim, para p = 2, temos
3p*+1 = 13, que ndo é quadrado. Mas, para p = 4, temos 3p°+1
= 49 = 7°. Assim, na notagio de Euler, temos m =7e ¢=7.0
fato de termos m = ¢ é apenas uma coincidéncia.

Para achar uma segunda solugdo da equagdo, usamos a
expressao

gn+24-b +pm,
2a

onde, ¢ claro, substituimos os seguintes valores: a = 3,6 = 5, m
=7,n=3,p=4eqg="7.Assim, temos

73+ 272 44754,
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Substituindo 54 por x na equagio 3x*+5x+7, obtemos

3-5424+5-54+7 = 8748+270+7
=9025
= (95)2.

Alternativamente, podemos usar a férmula fornecida por
Euler para calcular diretamente a raiz do quadrado obtida pela
segunda solugio, a saber,

apn+bp +qm.
2

Basta substituir os ja conhecidos valores de 4, &, m, n, p e g.
Esse procedimento nos da

343+ 52_4 +7-7 = 36+10+49
- 95.

De qualquer forma, agora temos duas solugdes, x = 3 ¢ x =
54 que fazem com que a equagio 3x?+5x+7 seja um quadrado
perfeito, 72, no primeiro caso, e 95 no segundo. Para obter
ainda mais solu¢des, poderiamos continuar substituindo os
valores de 4, b, m, n, p e ¢ nas férmulas apropriadas. No entanto,
serd muito mais ficil nos apropriar das relagées de recursio
dadas na Figura 1. Na exposi¢do dessas relagdes, contudo, serd
expediente modificar a notagdo de Euler por usar indices para
indicar as sucessivas solu¢des. Embora isso ndo seja um recurso
encontrado no texto euleriano, seu uso facilitard tanto a apre-
sentagdo, quanto a compreensio, da explanagao.

Nesse sentido, entao, usamos x, para designar a 7-ésima solu-
¢ao da equagdo 3x’+5x+7. Analogamente, pomos 3x’+5x +7 =
m? para o valor da referida equagdo quando x = «, e, em conse-
quéncia, 72, designa a raiz do i-ésimo quadrado. Dessa forma,
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os resultados ji obtidos sdo designados da seguinte maneira:
x,=3,m =7ex,=54m, =95

Para achar x,, entdo, usamos a relagio 29B—A+b(qT'1), onde

B=x’ e A=x,. b(a-1)

Visto que, para o exemplo sob consideragio, 2¢g=14 ¢ CIT
=10, a férmula geral para a 7+1-ésima solugdo, em termos das
duas solugdes precedentes, ¢, usando a nova notagio,

x,, = 14x—x_+10.

Dessa forma, para x, temos
%, = 14x,—x,+10
- 14-54-3+10
= 763.

Para achar 7., usamos a relagao 2gF-E, onde F = m, e E =
m,.De forma andloga ao que foi feito no pardgrafo anterior, a
térmula geral para raiz do i+1-ésimo quadrado, para o exemplo
sob consideragio, é

m,. =14m-m. ..
i+1 i -1

Dessa forma, para 7, temos
m, = 14:95-7
= 1323.

A Figura 3 lista os primeiros cinco valores dados pelo pro-
cedimento de Euler para valores de x que fazem a referida
equagdo um quadrado perfeito; lista também o valor dos qua-
drados correspondentes, bem como suas raizes.

i | X 3x?+5x.+7 | m,

1| 3| 49 | 7
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2 54 9025 95
3 763 1750329 1323
4 | 10638 339554329 18427
5 | 148179 65871789025 256655

Figura 3. Valores para a equagio 3x%+5x+7.

Euler ainda aborda a solugio geral da equagio de Pell, ilus-
trando o procedimento e apresentando uma tabela que lista o
menor valor de p que faz ap?+1 um quadrado perfeito (¢*) para
cada valor de « de 2 até 68. A mesma ¢ reproduzida na Figura
4.

dq. p- g a P
&y 2 ] K 12 G
AL I. . |38 o 37
<l . 5
G. i 5 :+:. y 9
- e 5. “1. 320, 2049
8. s 4 [.}:. . r3
iy 1y, i;‘;. §31. 5452
LT 3 10. l‘_ 70. 1?9
14, o |43, et 16X
13. 183, Gig. [40. 3588 243535
I4. . ts e =" 458
i3 E e il L. 7
I L 39- [50. 14. 00
T8 S By G 50
19. 39 179, !5;. go. 649
20. 2. 9. 155- 9100. 66240
21, 12%. §5. 54 66, 48s
a8 42.  I97. 55 1z, S9
oA, 5. L4, 150G, 2. 15
24. it 5. .57 20. 151
26, 10. i EE 2594, 19603
- 5. 26.  50. 6. 530
23, a4, 105, 00, +- e
29. 1520. 9801, 61, 226153980, 1766319049
50. o 11. |62, 8. ri;-
a1 2973. 1520 I’S‘ I. 5
12, 3- 17. (05 16. 2y
33- 4- £ 160, o a5
a4 6. 35|57 5967. #8584 -
15, I G & L b

Figura 4. Solucdo para a equagio de Pell.
Fonte: Euler (1738, p. 184).
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Conclusao

O artigo E29 (De solutione problematum diophanteorum per
nimeros inz‘egras) mostra que Euler se interessou, ainda muito
jovem, por questdes sobre a Teoria dos Numeros. Também
revela vdrias caracteristicas tipicas dos trabalhos dele, tais como
a claridade de expressio, a preocupagio com exemplos numéri-
cos como um guia para a investiga¢io e o desenvolvimento de
métodos gerais. Hd também outras questdes abordadas no tra-
balho, como a da completude do procedimento e a investigagio

de varios subcasos. Para mais detalhes sobre essas questoes, veja
Dantas (2011).
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Alguns Aspectos Historicos da Investigacao de Leonhard
Euler sobre os Numeros Pentagonais

Andreia Caroline da Silva Cota
John Andrew Fossa

artigo De mirabilibus proprietatibus numerorum pentago-
nalium (“Sobre as notdveis propriedades dos numeros
pentagonais”), de Leonhard Euler (1707-1783), foi
apresentado 4 Academia de Sdo Petersburgo em 1775, época
em que Euler se encontrava na entdo capital da Russia pela
segunda vez'. O referido trabalho, conhecido pelo nimero? de
Enestrom E542, s6 veio a ser publicado®, no entanto, em 1780.

1 Eular estava em Sio Petersburgo de 1727 a 1741. De 1741 a 1766, estava em
Berlim. Voltou a Sdo Petersburgo em 1766 e ld permaneceu até seu falecimento
em 1783.

2 Gustav Enestrom (1856-1923) foi um historiador sueco da matemitica que
catalogou 866 trabalhos de Euler. Sua enumeragio é uma tentativa de precisar a
ordem de produgio desses trabalhos. Em alguns casos, contudo, o ano de produ-
¢do ndo é conhecido e, nesses casos, a designagio do historiador sueco ¢ apenas
um educated guess.

3 Ver Euler (1780a).
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Como seu titulo sugere, E542 aborda os nimeros pentago-
nais, uma espécie de nimero figurado. Embora explicaremos o
conceito de nimeros figurados na préxima se¢do, observamos
desde ji que o mesmo foi conhecido na antiguidade. Euler,
contudo, ndo se limitou a reproduzir o conceito dos antigos,
pois, no referido artigo — o cimulo do seu trabalho sobre esse
assunto —, modificou a prépria defini¢io desses nimeros e
deduziu mais do que 30 propriedades. Virias dessas proprie-
dades relacionam os nimeros pentagonais com ramos mais
modernos da Matemitica. Aqui, privilegiaremos o seu trabalho
sobre os nimeros pentagonais e o que veio a ser chamado “o
Teorema dos Numeros Pentagonais”; para mais detalhes sobre
outros aspectos desse trabalho de Euler, veja Cota (2011).

Numeros Figurados

Os nimeros figurados sdo, essencialmente, sequéncias de
nimeros que podem ser modelados por figuras geométricas.
A modelagdo é feita através de pequenos seixos, ou outros
materiais semelhantes, que estdo dispostos na forma da figura
em questdo. Graficamente, os seixos podem ser representados,
por exemplo, por pontos ou pequenos circulos. Os nimeros
triangulares, por exemplo, sio modelados por tridngulos equi-
literos, conforme mostra a Figura 1. Observa-se que o nimero
1 inicia todas as sequéncias de nimeros modelados por figu-
ras regulares e, assim, poderd ser concebido como exemplares
degenerados dessas figuras.

1 3 & 10 15

Figura 1. Segmento inicial dos nimeros triangulares.

126



A parte abaixo da linha quebrada de cada nimero na Figura
1 é chamada o gnomon. Representa o que tem de ser acres-
centado para obter o nimero a partir do seu predecessor.
Podemos usar subscritos para representar os nimeros algebri-
camente. Assim, convencionamos que ¢ representa o 7-€simo
elemento da sequéncia dos nuimeros triangulares. Desta
forma, a relagdo entre qualquer nimero triangular e seu pre-
decessor ¢ dada por £ =z +n+1. E também facil mostrar que
;o= nn+1)
" 2
conveniente, no entanto, deve-se ressaltar que é um recurso que
Euler ndo usava.

1

. O simbolismo adotado ¢, de fato, muito

A Figura 2 mostra um segmento inicial da sequéncia dos
nimeros quadrados. Neste caso, o gnomon consiste em 27-1
seixos, pois (7+1)*~n* = 2n+1. Usando s_para representar o 7-¢é-
simo elemento da sequéncia, temos que s = s +21+1. Pode-se
mostrar facilmente a seguinte decomposicao de nimeros qua-

drados em niimeros triangulares: s = £ + 7 .

e o & & i'_j__i_i_:.

ee e 28T e g0 000

o8 480 g0 08 g0 000

® 9. g a® e 0 8l g e s e
1 4 9 16 25

Figura 2. Segmento inicial dos nimeros quadrados.

A Figura 3 mostra os cinco primeiros nimeros pentagonais,
destacando, em cada caso, seu gnomon. Nao ¢ dificil mostrar
que o 7-ésimo niimero pentagonal, p , é dado pela férmula p =

2 .
3”7'” e que o seu gnomon tem 3n—2 seixos.
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Figura 3. Segmento inicial dos nimeros pentagonais.

A relagio entre os nimeros pentagonais e os nimeros qua-
drados e triangulares pode ser visualizada de outra forma, ao
dar um rearranjo aos seixos, como mostrado, para o caso de
P, na Figura 4. A referida relagdo ¢ sintetizada nas seguintes
equagdes: p =5+t =t +2f .

Figura 4. Representagio alternativa de p,.

Leonhard Euler e a Busca pelo Teorema dos Niimeros
Pentagonais

O Teorema dos Numeros Pentagonais, como veremos mais

adiante, relaciona, de maneira surpreendente, o desenvolvi-
mento do produto infinito
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—18

(1-x")
1

=
Il

com os numeros pentagonais, ou melhor, com a ampliagio que
o préprio Euler fez desse tipo de nimero. Na presente se¢io,
faremos um pequeno histérico do trabalho de Euler sobre o
referido teorema até a elaboragdo de E542, seu ultimo traba-
lho sobre o assunto.

Segundo Bell (2010), Euler provavelmente mencionou o
teorema, embora ainda ndo soubesse demonstrid-lo, em algu-
mas cartas ao Daniel Bernoulli (1700-1782). As cartas de
Euler foram perdidas, mas a resposta de Bernoulli, no inicio de
1741, contém uma variante do referido teorema, o que podera
implicar que Euler havia abordado o mesmo em uma ou mais
das cartas perdidas.

Sejacomo for,aindaem 1741, 0 trabalho E158, Observationes
analyticae variae de combinationibus (“Virias observagoes anali-
ticas sobre combinagdes”), foi apresentado 4 Academia de Sao
Petersburgo. O ensaio, publicado* em 1751, contém uma for-
mulagio explicita do teorema, bem como a admissio de que ele
ainda nfo sabia demonstri-lo.

Em E158, Euler também deu a fungdo geradora para o
numero de parti¢des de um nimero natural, ou seja, o nimero
de maneiras em que um nimero pode ser expresso pela adi¢io
de nuimeros naturais. As parti¢des sio relacionadas ao Teorema
dos Numeros Pentagonais em duas cartas ao Nikolaus Bernoulli
(1687-1759), escritas em 1742.

Durante o periodo de 1743 a 1746, Euler escreveu pelo
menos trés cartas a Christian Goldbach (1690-1764), nas
quais o teorema foi discutido. A primeira contém uma formu-
lagdo do mesmo e, mais uma vez, a confissio de que ainda nio

4 Ver Euler (1751).
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sabia como demonstrd-lo. Nas outras duas cartas, o teorema
¢ mencionado no contexto da expansio de produtos infinitos.
Ainda recomendou, numa carta escrita em 1747, o problema
da demonstragio do referido teorema ao matematico francés
Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783).

Aindaem 1747, Euler mencionou o referido problemanasua
correspondéncia com Goldbach e, finalmente, em 1750, man-
dou-lhe uma carta contendo uma demonstra¢io do teorema.
A demonstragio é repetida em E244, Demonstratio theorematis
circa ordinem in summis divisorum observatum (“Demonstra¢io
de um teorema sobre a ordem observada nas somas de diviso-
res”)’. Em E541, Evolutio producti infiniti (1-x)(1-xx)(1-x")
(1-x*)(1—=x°) in seriem simplicem (Expansio do produto infinito
(1=2) (1) (1-2*) (1-x*)(1—x°) em uma série simples”)®, apre-
sentado 4 Academia de Sdo Petersburgo em 1775 e publicado
em 1780, Euler deu duas demonstragbes do teorema, sendo
uma delas a mesma, embora mais detalhada, que havia dado na
carta a0 Goldbach.

Finalmente, E542 faz uma apresentagio sistemdtica da
teoria euleriana dos numeros pentagonais, do Teorema dos
Numeros Pentagonais e de virias propriedades conexas. A
seguir, explanaremos alguns aspectos desse artigo.

A Expansao do Conceito de Numeros Pentagonais

Javimos que os nimeros pentagonais sio dados pela férmula

2
p, = 3nt-n ¢ que podem ser representados em termos de
" 2

5 Ver Euler (1760).

6 Em republicagées desse artigo, seu titulo é dado como Ewolutio producti infiniti
(1=x)(1=xx)(1=x*)(1=a*)(1—x°) etc. in seriem simplicem. Que a palavra “etc.” foi
omitida do titulo original foi provavelmente um erro de composigio grafica. Ver

Euler (1780b).
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quadrados e tridngulos da seguinte maneira: p =s +# =7 +2¢ .
Em E542, no entanto, Euler explicou sua expansio do conceito
de nimero pentagonal por conceber como pentagonais tam-
bém os nimeros dados por p’ = 3”2%

Isto dd a sequéncia 2, 7, 15, 26, 40, ... No referido artigo,
Euler ndo justifica esse procedimento, o que imediatamente
levanta a questio da sua legitimidade. Presumivelmente, ¢é
licito, caso esses numeros possam ser dispostos, de alguma
forma, como pentigonos. A Figura 5, usando uma disposi¢io
semelhante aquela usada na Figura 4, mostra como isso pode
ser feito (com a excegdo de p’,). Observa-se, no entanto, que os
pentigonos resultantes nio sdo regulares.

L
e O
- e e @
e @ o e &0
® e @ @ e & & 80
e @ o & ® @ o o & o0
® e e ® o 0 0 0 e & & 80
e e o4 00 o & 0 o e 0 ® o0
® @ & g 2 & o o & 0 o o & &8
® @ & g 2 & @ @ 0 0 o o & 09

)
-1
—
h
[
o
I
=

Figura 5. Segmento inicial dos novos nimeros pentagonais.

Em termos algébricos, contudo, os novos nimeros pen-
tagonais sdo bastante andlogos aos numeros pentagonais
R . :
tradicionais, pois, como a Figura 5 sugere, p' =5 +7 =2¢ +¢ e
. ) , . : )
isso vale até para p' . Assim sendo, pode-se concluir que é um
procedimento razodvel incluir os nimeros p' entre os nimeros

pentagonais.
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Feita a expansdo do referido conceito, Euler os represen-
tou pela férmula 3 ¥ ¢ os dispds’ em ordem crescente da
seguinte maneira:

1,2,5,7,12,15,22, 26, 35, 40, ...
O resultado parece ser bastante arbitrario, mas Euler observou
que, ap6s da interpolagio de certas fragdes, feita da seguinte
maneira

1,2,10, 5 7,28 12,15,55 22 26,91 35 40, ...
3 3 3 3

a sequéncia de diferencas,

¢ formada por uma lei regular e, ainda mais, cada nimero pen-
tagonal ¢ trés vezes um nimero triangular.

E ficil ver a verdade dessa proposicio de Euler, pois, se
a sequéncia interpolada é multiplicada por 3, a sequéncia das
diferencgas se torna a sequéncia dos nimeros naturais, ou seja,
os gnomon dos nimeros triangulares®. Deve-se observar, porém,
que 37 nem sempre ¢ um nimero pentagonal. Nao serd pen-
tagonal, de fato, sempre que 7 = 34+1, ou seja, exatamente nos
lugares das fra¢oes interpoladas por Euler.

Observa-se ainda que trés vezes um nimero pentagonal
(tanto p quanto p’ ) é um nimero triangular. Isso pode ser

visto algebricamente, pois 3 3 ””21 n_ 3”(3”21 1)

e, fazendo

7 As vezes incluiu o zero.

8 Observe que é necessirio acrescentar £,.
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uma troca de varidveis (num caso 37z = m+1 e, noutro, 37 =
m), obtemos a férmula para os nimeros triangulares, a saber,

m(m+1 A Ao . A
%. De fato, trés vezes a sequéncia interpolada é a sequén-

cia dos ndmeros triangulares.

0 Teorema dos Numeros Pentagonais

Voltamos agora para o produto infinito mencionado ante-
riormente, que foi dado por Euler como:

S = (1—x)(1—xx)(1-2) (1—x*) (1-°) (1-x°) (1—x7) ...

Depois de ter achado um segmento inicial desse produto por
multiplicago direta — Weil (2001) afirma que fez a multiplica-
¢do de, pelo menos, os primeiros 51 fatores —, ele se convenceu
que S fosse igual a seguinte série infinita:

S = 1-x'—s?+x°+a’ =522+ 2+ 20— ..

Observa-se que, na referida série, os expoentes da varidvel sdo
exatamente os nimeros pentagonais eulerianos. O sinal, que
alterna de dois em dois termos, ¢ negativo quando o expoente
éiguala p (oup' ) e néimpar; é positivo quando o expoente
¢iguala p (ou p') e n é par. Esse resultado é o Teorema dos
Numeros Pentagonais.

A demonstragio que Euler fez, na referida carta ao
Goldbach e em E541, para o teorema depende do seguinte
lema:

(1-o)(1-B)(1-1)(1-9) ... = 1—o—P(1-a)—y(1-0) (1-B)-5(1-a1)
(1-B)(1=y)- ...
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A segunda demonstragio, dada em E541, € feita por indugio.
Para mais detalhes, ver Cota (2011).

Conclusao

O Teorema dos Numeros Pentagonais foi um tema sobre
o qual Leonhard Euler se preocupou durante pelo menos 35
anos, de 1740 a 1775. Durante esse periodo ele expandiu o
conceito dos nimeros pentagonais — o que lhe permitiu for-
mular o teorema —, desenvolveu cdlculos numéricos — que o
convenceram da sua validade — e forneceu duas demonstra-
¢oes para o teorema. As demonstracdes se encontram em
E541. Finalmente, no E542, ele complementou seu trabalho
na obra anterior, eliciando mais do que trinta proposi¢oes sobre
a sequéncia dos nimeros pentagonais e o referido teorema.
Em especial, relacionou esses assuntos as raizes da unidade, a
Teoria de Parti¢des de um nimero natural e ao que seria even-
tualmente desenvolvido como a Teoria das Fung¢des Elipticas
Modulares. A fecundidade do resultado é mais uma ilustragio
da sagacidade da tdo comentada intui¢do matematica de Euler,
bem como a sua tenacidade na procura e na justificativa de
verdades matematicas.
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2

E798: o Ultimo Trabalho de Euler sobre
Niimeros Amigaveis?

John A. Fossa

Sarah Mara Silva Leoncio

m 1913 o matemaitico sueco, Gustav Enestrom (1852-

1923) publicou um estudo bibliogrifico sobre a obra

de Leonhard Euler. Neste estudo, Enestrom listou
866 itens da autoria de Euler pela ordem de publicacio, o que
tem fornecido aos historiadores da matemdtica uma maneira
muito conveniente de especificar os trabalhos de Euler. De
fato, a referida enumeragio ¢é especialmente util no caso que
serd abordado aqui, os artigos eulerianos sobre nimeros ami-
gdveis, pois trata-se de trés artigos tendo o mesmo titulo, a
saber, De numeris amicabilibus (Sobre nimeros amigaveis). O
primeiro destes artigos homénimos foi publicado em 1747 na
revista Nova Acta Eruditorum e recebeu o numero E100. O
artigo consiste de apenas uma pdgina e meia, mas lista trinta
pares de nimeros amigiveis. O segundo artigo, que recebeu o
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numero E152, foi publicado em volume dois de um conjunto
de trés livros, conhecidos coletivamente pelo titulo Opuscula
varii argumenti, em 1750. E um artigo comprido (tem mais
que 80 péginas), que detalha os métodos que Euler usou para
achar nimeros amigaveis e contém um “catilogo” de 61 pares.
Finalmente, o terceiro artigo, inacabado e nio publicado por
Euler, foi publicado postumamente em 1849 no volume dois
da coletinea Commentationes arithmeticae, recebendo o nimero
E798.

Infelizmente, os nimeros de Enestrdm, que, como ji
mencionamos, indicam a ordem de publicagio, criam uma pre-
sungdo sobre a ordem de composi¢do, embora as duas ordens
sejam independentes. Assim, Ed Sandifer (2005), embora
sua formulagdo seja formalmente neutra, nos leva a crer que
E798 foi o ultimo dos trés a ser composto. Dominic Klyve,
Lee Stemkoski e Erik Tou (2011), no entanto, dizem explici-
tamente que E798 foi uma retomada de seu trabalho anterior
sobre os nimeros amigéveis. Ndo obstante, Enestrom (2004,
originalmente 1913) afirmou que E798 foi lido 2 Academia de
Berlim em 1747 e que E152 ¢é “obviamente” uma nova versio
de E798.

No presente trabalho, apresentaremos evidéncia interna ao
E798 que apoia a conclusio de Enestrom.

Nimeros Amigaveis

Antes de prosseguir para E798, porém, serd interessante
definir o conceito de nimeros amigaveis e caracterizar o estado
da pesquisa sobre esse tipo de nimero na época de Euler.

Numeros amigaveis sdo, entdo, pares de nimeros (72, 7) tais
que a soma dos divisores préprios (“partes aliquotas”, na ter-
minologia mais antiga) de cada um ¢ igual ao outro; ou seja,
a soma dos divisores préprios de # € igual a 7 e a soma dos
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divisores préprios de 7 ¢ igual a 7. O menor par de nimeros
amigdveis é (220, 284), um fato demonstrado pelo matemad-
tico holandés Frans van Schooten (1615-1660) no seu livro
Schooten (1657). Com efeito, temos

1+2+4+5+10+11+20+22+44+55+110 = 284
1+2+4+71+142 = 220.

Visto que nimeros amigédveis tendam a ser relativamente
grandes, é muito inconveniente investigi-los através do cdlculo
explicito dos divisores. Assim, langamos mio a fungio o(#n) =
a soma dos divisores (positivos) de 7, que tem as seguintes

propriedades:

Para p primo, o(p)=p+1.

Para p primo, o(p)= P '11
p -

Para p, ¢ primos entre i,

o(p-q)=c(p)c(q)

A facilidade da fungio fica aparente quando decompomos o
nimero em fatores primos, separamos o produto em partes
pela terceira propriedade e avaliamos cada parte usando as
primeiras duas propriedades. No entanto, ao usar essa fung¢io
para achar a soma dos divisores préprios, precisamos diminuir
a soma pelo divisor impréprio; isto é, a soma dos divisores
proprios de 7 é o(n)-n.

5(220) = 5(2>511) = 6(22)-6(5)-c(11) = 7-6-12 = 504,
assim, 6(220)-220 = 504-220 = 284;
5(284) = 6(2>71) = 6(2°)-5(71) = 772 = 504,
assim, 6(284) - 284 = 504 - 284 = 220
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No exemplo, temos que a soma dos divisores de cada elemento
do par ¢ igual 2 soma dos préprios nimeros. Isto é verdadeiro
em geral, pois se (2, n) for um par de nimeros amigéveis,
teremos

o(m)-m=n
o(n)-n=m
logo, 6(m) = 6(n) = m + n.

O ja mencionado par, (220, 284) era conhecido na antigui-
dade pelos pitagéricos. Aparentemente eles nio descobriram
qualquer outro par. Sabemos hoje que Thabit ibn Qurra (836-
901), trabalhando em Bagda desenvolveu um método para
descobrir esse tipo de nimero, que pode ser formulado da
seguinte maneira:

Sejam x =3-2"-1,
y — 3.271—1_1,
z=9221-1.

Entdo, sempre que x, y e z sio nimeros primos, (2"xy, 2"z)
¢ um par de nimeros amigaveis.

Para n = 2, obtemos (220, 284), enquanto obtemos, para
n = 4, o par (17296, 18416) e, para n = 7, o par (9363584,
9437056). Fossa (2017) argumenta que Thabit conheceu esses
trés pares. Mesmo assim, o trabalho de Thabit nio foi conhe-
cido pelos europeus dos séculos XVII e XVIII e seu método foi
redescoberto por Pierre de Fermat (1601-1665) e, posterior-
mente, René Descartes (1596-1650). Fermat deu o segundo
destes pares e Descartes o terceiro. Assim, na época de Euler
somente trés pares de nimeros amigaveis foram conhecidos e
achar outros conferiria muito prestigio ao descobridor. Mesmo
assim, nenhum outro par era achado antes de 1747, quando
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Euler apresentou seu trabalho sobre o assunto. A tnica novi-
dade, de fato, foi a utiliza¢do de métodos algébricos, em vez de
aritméticos, por van Schooten. Embora isto ndo ocasionasse a
descoberta de novos nimeros amigaveis, poderia ter inspirado
Euler, pois ele conhecia o livro deste matematico holandés.

Evidéncia para a Inversao da Ordem de Composicao

Apresentaremos agora alguns aspectos do artigo E798
que apoiam a tese de que este foi o primeiro, e ndo o dltimo,
artigo que Euler escreveu sobre nimeros amigdveis. A estas
consideragdes, prefixaremos uma pequena apreciagdo sobre o
pronunciamento de Jacobi.

1. O pronunciamento de Jacobi.

Como ji vimos, o matemdtico alemdo Carl G. J. Jacobi,
segundo Enestréom (2004), relatou que E798 foi lido na
Academia de Berlim em 1747. De fato, ele até deu a data exata
como sendo o dia 23 de fevereiro daquele ano. No entanto, visto
que Jacobi s6 nasceu em 1804 (faleceu em 1851), ele certamente
ndo estava presente no momento da leitura. Isto abre a possibi-
lidade de que o artigo lido fosse ou E100 ou E152, pois todos
os trés artigos tém o mesmo titulo, o que poderia ter ocasio-
nado alguma confusio no julgamento de Jacobi. Em qualquer
caso, o relato depende da investigagdo que Jacobi fez da docu-
mentag¢io contida na Academia, mas nio sabemos se a referida
documentagcio foi suficientemente explicita para informar uma
conclusdo precisa. Caso s6 contivesse o titulo, por exemplo, a
conclusdo seria apressada, enquanto se também contivesse o
nimero de péaginas do artigo lido, a conclusdo seria mais acer-
tada. Infelizmente, ndo dispomos destes dados e, portanto, nio
podemos avaliar efetivamente o pronunciamento de Jacobi. Nao
obstante, o fato de que seu relato também contém a informagio
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de que o manuscrito foi achado no arquivo da Academia é evi-
déncia prima facie a favor, da conclusio de Jacobi e, portanto,
podemos aceiti-la, pelo menos provisoriamente, como sendo
provivel.

2.4 natureza inacabada do artigo.

De fato, E798 nio contém uma tabela que é mencionada no
texto como constando num anexo. Com essa exce¢io, o artigo
poderia ter sido apresentado 4 Academia na sua forma atual.
Na verdade, no ultimo paragrafo, Euler disse que nele iria apre-
sentar um ultimo exemplo e a linguagem no final do pardgrafo
é consistente com um fechamento para o artigo. Observamos
ainda, em relag¢do ao anexo ausente, que, se Euler decidisse nio
publicar o artigo (ver a Conclusio do presente trabalho), ele
presumivelmente teria retirado a tabela de E798 para inclui-la

em E152.

3. Os pares contidos em E798.

Observamos que E798 s6 contém onze pares de nimeros
amigdveis, incluindo, entre estes, os trés pares ji conhecidos
antes de 1747.Todos os onze pares constam na lista dos trinta
pares contida em E100. Assim, vemos um aumento nitido
entre os pares apresentados nos trés trabalhos: E798 contém
11, enquanto E100 e E152 contém, respectivamente, 30 e 62
pares. Isto, apesar de uns detalhes (ver Fossa, no prelo) que
ndo sdo significantes para nossa questdo, é consoante com a

seguinte ordem de composi¢io: E798, E100, E152.

4. Abordagem geral de E798.

A abordagem adotada por Euler em E798 é muito mais
geral do que a abordagem utilizada em E152. Isto complica
os célculos porque é muito dificil de especificar as condi-
¢oes que eliminariam cédlculos desnecessdrios. Isto necessita
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a investigacio de muitos casos que ndo produzem pares de
nimeros amigéaveis e, consequentemente, aumenta a quanti-
dade de esfor¢os empregados em vio. Em E152, em contraste,
Euler desenvolveu estratégias especificas que dependem da
forma algébrica do par a ser procurado, o que torna a busca
numérica muito mais eficaz.

5. Auséncia de notagdo funcionall.

Em ambos os artigos E798 ¢ E152 Euler usou a fungio
soma de divisores que apresentamos na se¢do anterior através
da nota¢do moderna o(z) e mostra, em efeito, que a mesma
¢ uma funcio multiplicativa. A notagio usada em E798, no
entanto, é estreitamente algébrica, pois adota, para a soma dos
divisores de 7, o simbolo V. Para as manipulagoes algébricas,
isto ndo acarreta maiores problemas. A busca para nimeros
amigdaveis, contudo, consiste em uma caracterizagio algébrica
inicial seguida por intensivos calculos numéricos. Esses cdlculos
numéricos sio dificultados pela notagdo algébrica e, de fato, os
exemplos dados por Euler em E798 nio sdo muito ilustrativos.
Em E152; em contraste, Euler adotou uma nota¢io funcio-
nal, pois usou |7 para representar a soma dos divisores de 7. A
notagio funcional lhe permitiu apresentar todos os detalhes dos
calculos numéricos, o que resultou num texto muito mais claro
€ preciso.

Quando consideramos as caracteristicas de E798 que
acabamos de expor, estamos levados a abandonar a ideia de
que E798 era uma retomada de E152. De fato, as referidas
caracteristicas, tomadas em conjunto, mostram que E152 ¢
um trabalho mais sofisticado e eficaz, tanto matematicamente,
quanto literariamente, e, portanto, é provavel que E152 era
uma reformula¢io mais profunda do trabalho iniciado em
E798. Em contraste, a estes artigos, E100 ¢ apenas uma nota
sobre trabalho em andamento.
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Conclusao

Quando juntamos as caracteristicas expostas na se¢ao ante-
rior o pronunciamento de Jacobi sobre E798, parece bastante
provivel — embora, como deve ser claro, nio definitivamente
comprovado — que a ordem de composi¢do dos trés artigos
homoénimos de Euler sobre nimeros amigéveis era a seguinte:
E798,E100, E152.

Ha4, de fato, muitas possibilidades sobre como isto transpi-
rou. Em conclusio, gostarfamos de sugerir uma possibilidade
que também solucionaria uma questdo de Sandifer (2005), que
observou que E100 ¢ muito atipico dos trabalhos de Euler, pois
ndo di indicag¢do alguma do procedimento usado para obter
seus resultados. Na verdade, Sandifer até disse que ele nio
podia achar qualquer explicagdo convincente para a “obscuri-
dade” de Euler sobre seus métodos em E100.

Ora, se E100 fosse o primeiro artigo de Euler sobre os
nimeros amigéveis, o questionamento de Sandifer seria pro-
cedente. Mas, agora que temos a forte possibilidade de que foi
E798 que foi o primeiro, a situagio muda. Euler teria comu-
nicado E798 4 Academia de Berlim em fevereiro de 1747. De
certa forma, a comunicagdo teria sido um golpe de audicia,
pois o prestigioso problema sobre nimeros amigédveis havia
resistido novas solugdes por muito tempo e Euler, no artigo,
apresentou de uma s6 vez oito novos pares além dos trés jd
conhecidos. Isto certamente garantiria sua publica¢do logo e,
de fato, E100 foi publico em maio do mesmo ano.

Assim, é provével que entre fevereiro e maio Euler come-
¢ou a desenvolver os novos métodos que lhe permitiriam achar
mais pares de forma mais facil. Desta maneira, ficou aborrecido
com as sérias falhas (em comparagio com a nova abordagem)
de E798 ¢ o retirou de publicagdo. Visto que ji havia achado
novos pares e que nio havia tempo para elaborar um novo
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texto, ele escreveu a nota E100, contendo agora 27 novos pares
e submeteu a mesma para ser publicada no lugar de E798. E
possivel que até houvesse um elemento de soberba neste todo,
pois Euler certamente poderia orgulhar-se da sua faganha, mas
isto ndo parece muito consoante com sua personalidade. Em
qualquer caso, teria sido necessirio publicar algo em pouco
tempo sobre o assunto, dada a apresentagio de E798, e a nota
E100 teria sido uma saida satisfatdria, nio somente no sentido
de responder ao imperativo da publicagdo iminente, mas tam-
bém no sentido de lhe proporcionar o tempo necessirio para
escrever o mais sofisticado E152.
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9

A Janela Face de Jano: Historia da Matematica e
Ciéncias afins nos Dicionarios de Hutton

John A. Fossa

odo documento histérico é, de certo modo, uma janela

para o passado. Ao ler o documento, podemos decifrar,

com certas limitagdes, o conhecimento que ele encerra
e compari-lo com os conhecimentos anterior e posterior; além
disto, a leitura pode revelar as atitudes do autor e até algumas
das atitudes sociais inerentes na cultura ao qual o autor pertence.
O documento 4 Mathematical and Philosophical Dictionary, de
Charles Hutton, nio ¢ diferente nesse respeito. De fato, visto
que a obra reza sobre a matemadtica e as ciéncias matemdticas,
ela pode revelar aspectos, tanto cognosciveis, quanto atinentes
as atitudes, dessas ciéncias na época da sua publicagio (fim do
século XVIII e inicio do século XIX).

A janela da histéria, contudo, ndo somente nos permite olhar
para fora, isto é, na dire¢do do passado, mas também admite
relances para dentro, isto ¢ na diregéo da, por assim dizer, alma
do historiador. Neste sentido, o referido Diciondrio de Hutton
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carrega consigo um fator complicador, pois inclui artigos sobre
a propria Histéria da Matemitica. Assim, em vez da relagio
bipolar passado/historiador, temos, ao lidar com esse docu-
mento, a seguinte relagdo tripolar: passado / historiador passado
/ historiador contemporineo. Talvez isto de fato ndo implique
em problemdticas muito diferentes das que geralmente apare-
cem na investigagdo histdrica, mas torna-as mais evidentes.

As complicagbes, no entanto, nio chegaram ao fim. Isto
acontece porque nio existe apenas uma versio do referido
Diciondrio, mas sim trés. O primeiro é a versdo original de
Hutton. A segunda é uma versio abreviada, preparada, nio
pelo préprio Hutton, mas por seu protegido, Peter Barlow.
Finalmente, Hutton, no ano seguinte da publica¢io da ver-
sdo de Barlow, trouxe a luz uma segunda edi¢do, revisada e
ampliada, da obra original.

Face todas essas fatores complicadores, ndo ensaiaremos uma
andlise definitiva do que podemos rotular “os trés Diciondrios de
Hutton”. Antes, queremos apenas exemplificar as duas manei-
ras — a saber, como indicador do estado de desenvolvimento
da matemitica na época de Hutton e como histéria explicita
(especialmente em relagdo a biografias) da parte desse autor —
em que a Histéria da Matemadtica se configura neles e como
se interagem nas trés versdes. Primeiramente, contudo, prefi-
xaremos algumas palavras sobre a natureza do conhecimento
histérico a fim de indicar como nos vemos como participante
dessa multifacetada atividade humana e, em seguida, apresen-
taremos os dois autores e as suas referidas versées do Diciondrio
a fim de contextualizar a exemplifica¢ido proposta.

0 Paradoxo de Jano
O deus romano Jano (Ianus) deveria ter apresentado um

pequeno paradoxo aos seus antigos seguidores, pois olha, ao
mesmo tempo, tanto para o futuro, quanto para o passado.
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Num golpe severo de 16gica, porém, os antigos aparentemente
resolveram o paradoxo por dar a sua divindade duas faces, uma
para cada dire¢do. A resolugio é, de fato, apenas aparente, uma
maneira metaférica nio de resolvé-lo, mas de conviver com ele.
H4, decerto, os que abandonam essa tentativa de convivéncia:
por um lado, o antiquirio, que se mergulha no passado e, por
outro, o tecnocrata, que se imersa em suas novidades. Mas, o
homem, na verdade, é uma imago dei, precariamente equili-
brado num presente fugaz, mas constituido pelo seu passado,
enquanto projetado para seu futuro. Assim, talvez seria bem
frutifero, em pelo menos algumas situa¢ées, compreender o
homem como o lugar onde paradoxo ocorre, ou seja, como o
ser que sustenta paradoxo. De fato, ao se constituir como imago
lani, o homem também sustenta a fibrica do tempo como
constituinte do seu mundo.

Dentro de um contexto mais lato, o paradoxo toma as fei-
¢oes do debate realismo vs. idealismo e, em termos cientificos,
surpreende-se com os inesperados limites impostos no conheci-
mento, tanto pela teoria geral da relatividade, quanto pela teoria
quantica, bem como — o mais surpreendente de todos! — pela
l6gica. Mais relevante para os nossos propésitos, porém, é sua
manifestagio no campo de histéria. F. R. Ankersmit (1989, p.
145-146), por exemplo, contrasta o “historiador modernista”
com o “historiador pés-modernista” da seguinte forma:

The modernist historian follows a line of
reasoning from his sources and evidence to
an historical reality hidden behind the sour-
ces. On the other hand, in the postmodernist
view, evidence does not point towards the
past but to other interpretations of the past;
for that is what we in fact use evidence for.
To express this by means of imagery: for the
modernist, the evidence is a tile which he
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picks up to see what is underneath it; for
the postmodernist, on the other hand, it is
a tile which he steps on in order to move
on to other tiles: horizontality instead of
verticality.

Para continuar a metafora de Ankersmit, do ponto de vista do
historiador pés-moderno, o historiador moderno néo sai do
lugar, enquanto, do ponto de vista do historiador moderno, o
historiador pés-moderno nunca chega a lugar algum. Sendo
a metdfora posta nesses termos negativos, vemos que todas as
duas alternativas sdo insustentdveis. Sdo, de fato, insustentaveis
porque nio levam em conta a natureza paradoxal do conheci-
mento humano em geral e, em consequéncia, do conhecimento
histérico em particular.

Ao evitar as duas posi¢des insustentdveis, no entanto, esta-
mos jogados numa situagdo aparentemente tdo incomoda
quanto as posi¢oes evitadas. Pois, precisamos aceitar o homem
como constituinte de um conhecimento que se impée como
sendo verdadeiro de uma forma independente dessa constitui-
¢do. Isto é, 0 homem ¢é a imago Iani que sustenta uma realidade
independente. Isto serd importante para nds, pois o tema do
presente trabalho é a histéria presente numa obra histérica,
sobre a qual faremos avaliac¢oes criticas.

Hutton e Barlow

Antes, porém, de passarmos para uma andlise dos diciond-
rios a serem investigados, serd interessante fazer um pequeno
retrato da vida e obra dos seus autores.

Charles Hutton! (ver a Figura 1) nasceu em 1737 em
Newcastle no norte da Inglaterra. Seu pai e irmaos trabalha-

1 Asinformagoes biogrificas sobre Hutton sio retiradas de O’Connor e Robertson
(2002).
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vam numa mina de carvio, oficio que ele também certamente
teria seguido se ndo fosse por um ferimento que recebeu
quando ainda crianga. O acontecimento deixou sequelas que o
incapacitaram para o servigo nas minas e, em consequéncia, foi
mandado para a escola. Neste empreendimento Hutton teve
muito sucesso, chegando a abrir sua prépria escolha quando
teve apenas 23 anos de idade. Ao mesmo tempo, agiu como
professor particular para certos filhos de nobres da regido e a
estima que os mesmos tiveram para Hutton lhe rendeu a pre-
feréncia deles em relagdo a sua carreira.

Figura 1. Charles Hutton.
Fonte: O’Connor e Robertson (2008b).

Foi, de fato, com o apoio de alguns ex-alunos que Hutton
comecou a publicar livros textos de matematica, que foram, por
sinal, bem recebidos, e a desenvolver projetos para o municipio
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de Newcastle. Animado ainda pelos ex-alunos, fez um con-
curso para a posi¢do de professor de matemidtica da Academia
Militar Real de Woolwich, situado um pouco ao sudeste de
Londres®. Foi o primeiro colocado nas provas e, assim, assu-
miu o posto em 1773, nele ficando até sua aposentadoria em
1807, aos 70 anos de idade. Nesse mesmo ano de 1773, tor-
nou-se editor da revista Ladies’ Diary, o que lhe proporcionou
a oportunidade de promover virios jovens matematicamente
talentosos.

Em 1774, ingressou na Sociedade Real e publicou muitos
artigos nas Philosophical Transactions desta Sociedade, sendo
que para um deles, “The force of fired gunpower and the velo-
city of Cannon balls”, recebeu a prestigiosa Medalha de Copley
da Sociedade Real. Enquanto publicava artigos e tratados que
abordavam, em geral, a matemadtica aplicada, continuava a
escrever livros textos muito apreciados. Sua obra mais cotada,
no entanto, foi 4 Mathematical and Philosophical Dictionary,
que descreveremos mais adiante.

Hutton veio a falecer em 1823.

Peter Barlow® (ver a Figura 2) nasceu em 1776 em Norwich,
no leste da Inglaterra. Autodidata, Barlow publicou virios arti-
gos matemadticos na Ladies’ Diary e, em consequéncia, atraiu
a aten¢do de Hutton, que o trouxe para Woolwich como seu
assistente em 1801. Posteriormente, foi contratado como pro-
tessor. Publicou virios artigos para enciclopédias, o primeiro
tratado sobre a Teoria dos Numeros em inglés, um bem aco-
lhido livro de tabelas matemadticas e uma versao abreviada do
Dictionary de Hutton.

2 Devido ao crescimento da capital britinica, Woolwich foi incorporado a cidade

de Londres em 1889.

3 Asinformagdes biogrificas sobre Barlow sio retiradas de O’Connor e Robertson
(2000a).
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Figura 2. Peter Barlow.
Fonte: O’Connor e Robertson (2008a).

Ao exemplo do seu mentor, Barlow foi muito ativo na
matemdtica aplicada, especialmente nas dreas de magnetismo,
a construcido de pontes e o desenvolvimento do sistema fer-
rovidrio. Inventou um novo tipo de lente para telescépios que
estd ainda em uso hoje em dia. Foi eleito 4 Sociedade Real em
1823 e, em 1825, recebeu a Medalha de Copley para seus tra-
balhos sobre o magnetismo.

Barlow veio a falecer em 1862.

As Trés Versoes do Dicionario de Hutton
A Mathematical and Philosophical Dictionary, de Charles

Hutton, foi publicado originalmente, em dois volumes, em
1795. Certamente faz parte do grande movimento oriundo
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do iluminismo, cujo lema fundamental sobre a importincia da
razdo para o progresso do homem implicava na disseminagio
do conhecimento cientifico na sociedade em geral. Enquadra-se
nesse movimento a publica¢do, entre os anos de 1751 e 1772,
da Encyclopédie de Diderot e d’Alembert e, posteriormente,
a organizagdo da Society for the Diffusion of Useful Knowledge
(1826-1848) em Inglaterra e dos Chautauqua (a partir de 1874)
nas partes rurais dos Estados Unidos. Podemos, no entanto,
também ver uma afinidade dessa obra de Hutton com as gran-
des Summa da Idade Média e da Renascenca, dos quais os mais
conhecidos, na matemitica, sio provavelmente a Summa de
arithmetica, geometria, proportioni et proportionalita, (1494) de
Luca Pacioli. Essas obras visaram proporcionar ao leitor um
livro de referéncia sobre o estado atual de algum campo de
conhecimento. De fato, o préprio Hutton confirmou a pre-
sen¢a dos dois propésitos — o de divulgacio e o de referéncia
— ao indicar, no seu preficio, que o Diciondrio poderia ser con-
sultado com proveito tanto pelo cientista, quanto pelo aluno.

Em relagdo as ciéncias tratadas no Diciondrio, Hutton des-
taca a matematica, a astronomia e a filosofia. H4 uma tendéncia
de dar certa preferéncia para assuntos da matemdtica aplicada e,
em consequéncia, incluiu muita informagio sobre a construgio
de fortalezas, a arquitetura, pesos e medidas, tabelas de dados
tecnoldgicos, a maquinaria de relégios e o desenvolvimento de
sistemas calenddricos. A obra ainda contém referéncias a termos
de tais dreas como a atudria, a mecdnica em geral, a quimica, a
musica e até a geologia e a geografia. A filosofia é compreen-
dida como filosofia natural e experimental, bem como a filosofia
especulativa, todas das quais sdo tratadas, embora a dltima em
grau menor.

O plano da obra é, primeiramente, o de fornecer artigos que
explicam, com ampliddo e precisio, termos técnicos das referi-
das dreas de conhecimento. Em segundo lugar, acrescentam-se
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artigos que retratam a origem e o desenvolvimento dessas reas.
Finalmente, incluem-se artigos que detalham as contribui¢oes
dos principais cientistas destas dreas, juntando dados biogri-
ficos sobre cada um e fazendo, na medida do possivel, listas
completas das suas obras. As principais fontes consultadas,
segundo o préprio Hutton, eram os diciondrios jd existentes e
as publicacées das virias sociedades cientificas da Europa. Ao
que parece, contudo, hd mais dependéncia das publicacdes da
Sociedade Real de Londres e a Sociedade Real de Edimburgo,
do que quaisquer outras.

Em 1814, Barlow publicou 4 New Mathematical and
Philosophical Dictionary. Embora o titulo pudesse indicar que se
trata de uma obra completamente original, na realidade é nada
mais do que uma versio mais breve da obra original de Hutton.
Observa-se nio somente que a imensa maioria das entradas é
precisamente as que se encontram no livro anterior, mas tam-
bém que pardgrafos inteiras sdo repetidas verbatim da referida
obra de Hutton. Presumivelmente, a ideia era a de reduzir os
dois volumes do Diciondrio de Hutton a um tnico volume. Isto
foi realizado pela simplificagdo de alguns dos artigos e, mais
importantemente, por uma nova formatagio, permitindo a
inclusdo de mais informagdo em cada pédgina, e pela eliminagio
das gravuras contidas no texto original. Hd, de fato, algumas
poucas entradas novas e algumas poucas que constam no livro
de Hutton, mas nio no de Barlow. O efeito dessas mudangas
¢, no entanto, irrisério e podemos, pelo menos para os propé-
sitos do presente trabalho, considerar o livro de Barlow como a
segunda edi¢do do Diciondrio de Hutton.

No ano apés a publicagio do livro de Barlow, Hutton publi-
cou uma nova versio do seu Diciondrio, ainda em dois volumes
com uma mesma formatagio da versdo original, embora fossem
feitas algumas mudancas para aumentar a quantidade de infor-
magio contida em cada pagina. Virios artigos foram corrigidos
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ou ampliados e ha alguns artigos novos. O préprio Hutton, no
preficio a nova edi¢do, alega que as mudangas foram tantas que
o resultado deveria ser considerado quase uma nova obra*. A
alegacio, no entanto, nio passa de um baita exagero.

Finalmente, devemos observar que, apesar da imensa quan-
tidade de informagdo contida na obra, o Diciondrio sofre de
certas limitagbes 6bvias devidas ao fato de que é um trabalho
situado em um determinado lugar e tempo. Além dessas limi-
tacdes dbvias, no entanto, ha outras devidas as particularidades
do préprio autor e da metodologia adotada para a compo-
sicdo da obra. Podemos ilustrar estas através de uma andlise
da entrada ndmeros amigdveis. Assim, Hutton (1975) define
numeros amigaveis como pares de nimeros que sio mutua-
mente iguais & soma das partes aliquotas do outro, ilustra o
conceito com o par (220, 284), lista os pares (17296, 18416)
e (9363584, 9437056) e faz uma explica¢io ripida do método
de van Schooten para achd-los. D4 a entender que sé ha, ou
pelos menos s6 se conhece, esses trés pares e afirma que foram
descobertas por van Schooten. Na verdade, porém, o primeiro
par era conhecido na antiguidade, enquanto o segundo foi lar-
gamente atribuido® ao Fermat e o terceiro ao Descartes. Ainda
mais, o préprio van Schooten (1657) afirma que estava apenas
explicando o método de Descartes. Pior ainda, Euler® (1747) ja
havia listado uns trinta pares de nimeros amigéveis e em Euler
(1750) a lista é ampliado para 62 pares (incluindo os trés dados
acima); Euler (1750) também contém explicagdes detalhadas
sobre varios métodos que podem ser usados para achar esse
tipo de nimero.

4 Neste sentido, observe a pequena modifica¢io no titulo de Hutton (1815).

5 O segundo e terceiro pares foram de fato descobertos por Thabit ibn Qurra. Ver
Fossa, 2017.

6 Fossa e Ledncio (2009) contém uma tradugdo de Euler (1747).
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A entrada correspondente em Barlow (1814) repete o
que foi dito por Hutton, embora afirmando explicitamente
o juizo (errado) de que os unicos pares conhecidos sio os
trés j4 mencionados e se referindo a Barlow (1811) para uma
demonstragio do método de van Schooten. Jd em Hutton
(1815), no entanto, acrescenta-se um novo par de nimeros
amigdveis, a saber, (6232, 6368), mas nio dd qualquer indi-
cagdo de onde veio’. No final do artigo, Hutton menciona
um artigo de John Gough. No referido artigo, Gough (1809)
afirma que conheceu os nimeros amigédveis através de Hutton
(1795) e procurou van Schooten (1657) para elaborar, no
estilo do préprio van Schooten, algumas propriedades gerais
do mencionado tipo de nimero. Ndao menciona qualquer par
além de (220, 284). Assim, o mais provivel é que Hutton
tomou ciéncia do par (6232, 6368), sem maiores detalhes,
através de algum correspondente.

De tudo isto, podemos concluir que o procedimento de
Hutton era o de colher informagio, frequentemente de forma
acritica, sobre as contribui¢des de autores que costuma-
vam publicar nas revistas cientificas britinicas e acrescentar
ao resultado certas figuras histéricas e determinados autores
estrangeiros, sendo que a maioria destes provavelmente era
ligada a algumas das sociedades cientificas mencionadas na
entrada academia no seu Diciondrio.

Informacao sobre o Estado do Desenvolvimento
da Matematica

O fato de que todo documento histérico tem uma loca-
lizagdo no espago e no tempo parece implicar que podemos
investigar o estado do desenvolvimento da matemidtica pela

7 Eo pendltimo par dado em Euler (1750).
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informagio contida nos Diciondrios de Hutton. A implicagio,
no entanto, nio ¢ inteiramente correta porque ¢ limitada pelo
conhecimento do autor e/ou pelas suas escolhas sobre o que
seria incluido ou ndo no Diciondrio. Ndo hd, por exemplo, uma
entrada sobre o Teorema Fundamental da Algebra, embora o
mesmo seja mencionado rapidamente, sem o uso dessa nomen-
clatura, na entrada Algebra, em relagdo s obras algébricas de
Albert Girard (1595-1632). Houve, contudo, muita discus-
sdo do referido Teorema no final do século XVIII entre tais
matematicos como Jean-le-Rond D’Alembert (1717-1783),
Leonhard Euler (1707-1783), Joseph Louis Lagrange (1736-
1813) e Carl Friedrich Gauss (1777-1855), bem como entre os
matemdticos ingleses®. Foi, de fato, Gauss que deu a primeira
demonstragio convincente do Teorema na sua tese de douto-
rado em 1799.

A entrada Funcdo, em contraste, é mais informativa. De
fato, a entrada em Hutton (1795) é bastante curta, se limitando
a definir o termo como uma expressdo algébrica composta
de letras (representando quantidades) e niimeros, bem como
dar alguns exemplos. O leitor é remetido para a Andlise dos
Infinitos’ de Euler para mais detalhes. Visto que por “quan-
tidade” se entende qualquer coisa que pode ser medida', ¢é
evidente que a ideia principal ¢ a de variagdo concomitante,
o que é explicitado em Barlow (1814), pois ele define esse
conceito como a dependéncia de uma quantidade de uma ou
mais outras quantidades. Assim, fun¢des parecem pertencer

8 Ver, por exemplo, Pycior ( 1997).

9 Isto é, Introductio in analysin infinitorum, volume 1, que foi publicado em 1748.
No cédigo de Enestrom usado para se referir as obras de Euler, o volume recebeu
o numero de referéncia E101.

10 Para Euler, em E101, uma fungio é composta de quantidades varidveis e quanti-
dades constantes.
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a algebra, mas, continua Barlow, sua verdadeira natureza ¢é
revelada pelo Cilculo Diferencial. A maior parte da entrada
de Barlow, que tem seis paginas, trata da andlise da derivada
de uma fungdo sem o uso de infinitésimos. Isto é feito por
seguir a abordagem de Lagrange (expansio em series) e revela
a preocupacio da época com uma justificativa rigorosa para o
Cilculo. Hutton (1815) mantém a formula¢io dada na versio
original do Diciondrio, mas acrescenta um longo extrato (uma
pagina inteira do Diciondrio) da Teorie des Fonctions Analytiques
(1797) de Lagrange, versado para o inglés, que tem o mesmo
propésito da entrada de Barlow, embora a versao de Hutton ¢é
menos técnica. Podemos observar que, em contraste ao rigor
procurado no Cilculo, faltava rigor na defini¢do de “fungdo”.
Isto certamente deve-se ao fato que nio houve uma percep-
¢do da necessidade para mais rigor na referida definigio, o
que s6 aconteceria com a publicagdo da Téorie analytique de
la chaleur em 1822, embora fosse lida ao Instituto de Paris em
1807, de Jean Baptiste Fourier. Neste trabalho a representagio
de fungdes por séries trigonométricas infinitas e isto causaria
problemas com o conceito de fungio que s6 foram resolvidos
com a adog¢do de uma nova defini¢io (em termos de pares
ordenados).

Disto, podemos ver que o Diciondrio também nos da
alguma informagio sobre as atitudes dos matemadticos da época
para com a prépria matemdtica. Assim, na entrada Negativo,
Sinal'', Barlow (1814) rejeita a existéncia de nimeros nega-
tivos baseado no raciocinio de que uma quantidade menor do
que zero ¢é incompreensivel. Para ele, o sinal negativo é pri-
mordialmente indicativo da operagio de subtragio, que nio ¢é
uma operagio simétrica (ndo pode tirar o maior do menorl!).
Desta forma, seu uso em algebra precisa ser cuidadosamente

11 Isto ¢, em inglés, Negative Sign.
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circunscrito por regras para evitar resultados anémalos. Por
for¢a maior, também rejeita os nimeros imaginarios. Hutton
(1795), bem como Hutton (1815), adota uma posigio parecida,
embora a sua retdrica seja menos estridente.

Finalmente,voltemos a nossa aten¢io a entrada Matemdtica.
Hutton (1795) define a matemdtica como a ciéncia de quanti-
dade, acrescentando que considera a quantidade como sendo ou
mensurdvel ou computdvel. Em seguida dd uma etimologia da
referida palavra, embora de forma nio muito perspicaz, como
proveniente da palavra grega nédnoig, “disciplina” ou “ciéncia”.
Faz, entdo, uma pequena histéria da matematica antiga e fecha
com uma consideragio de virios tipos de matematica, entre os
quais destaca matemadtica pura, uma ciéncia que alcanga a ver-
dade absoluta através das suas demonstra¢oes. Hutton (1815)
repete a versio original.

Barlow (1814) segue o mesmo plano geral que Hutton,
embora seja mais prosaico sobre a matematica pré-histérica e
faz uma tabela (de duas paginas) listando os matemadticos mais
eminentes dos inicios até sua prépria época. A lista contém uns
300 nomes, entre os quais tem-se, é claro, matemdticos como
Newton e Euler, mas também contém nomes como Jilio César
(devido a reforma juliana do calendirio!), mas ndo contém
seu conterrineo John Dee (1527-1609), que escreveu sobre
reforma do calendirio, trigonometria, navegagio e astrologia,
nem Simon Stevin (1548-1620), que escreveu sobre fragdes
decimais. Virios filésofos sio mencionados, mas entre eles nio
achamos Immanuel Kant (1724-1804), embora ele escrevesse
sobre a cosmologia e a sua filosofia ¢ uma importante teoria
sobre a matemadtica.

12 Para uma andlise histérica da controvérsia sobre numeros negativos, ver dos

Anjos (2012).
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H4, no entanto, uma maneira interessante em que Barlow
nio segue seu mentor, pois explicitamente rejeita a defini¢io
da matemadtica como a ciéncia de quantidade. Em vez disto,
propde que a matemdtica seja definida como a ciéncia de razio,
no sentido de razdes e proporcdes, porque, na 6tica dele, a
matemdtica de fato investiga as razdes que quantidades tém
uma para com as outras. Desta forma, sempre segundo Barlow
(1814), a geometria trata da comparagio entre magnitudes de
corpos, astronomia da comparagio entre as distancias e veloci-
dades dos planetas e a mecanica da comparagio entre a forga
de vérias maquinas. Deixe implicito, porém inteiramente claro,
de que a aritmética investiga as razdes entre nimeros (inteiros
positivos). Desta forma, Barlow retoma, cientemente ou nio,
uma teoria antiga de Eudoxo (408-355 a.C.). A sua entrada
FEudoxo de Cuido®, contudo, é bastante curto e sé identifica
Eudoxo como gedmetra.

Informacao Biografica Contida no Dicionario de Hutton

Hi centenas de entradas no Diciondrio de Hutton forne-
cendo informagido biogrifica sobre autores que contribuiram,
de alguma forma, 2 matemitica, astronomia, filosofia ou uma
ciéncia afim. Geralmente come¢a com o nome, incluindo,
quando apropriado, versdes alternativas, bem como data e local
de nascimento, seguido por uma curta frase encomidstica iden-
tificando sua profissdo e nacionalidade (e.g., matematico inglés
muito célebre, ou um dos mais eruditos astronomos escoceses).
Raconta, em seguida, dados sobre a vida do autor e fecha com
a data de falecimento. Finalmente, faz um resumo das prin-
cipais contribui¢des cientificas do autor em tela e anexa uma
lista (geralmente parcial) de suas publica¢des. Ha, claramente,

13 Isto parece ser um erro de grafia para Eudoxo de Cnido.
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muitas variagdes neste padrio; em especial, as contribuic¢oes
cientificas, mormente nas entradas menores, sdo incorpora-
das nos dados biogrificos. De vez em quando, di somente a
idade que a pessoa tinha quando faleceu, sem mencionar a data.
Revisaremos alguns exemplos para ilustrar melhor a pratica de
Hutton.

Adelm (ou, alternativamente, Aldhelmus ou Althelmus) era,
segundo Hutton, um inglés erudito que floresceu por volta
de 680, vindo a falecer em 709. Sobrinho de Ina, um rei dos
saxoes ocidentais', Adelm foi o primeiro abade de Malmsbury
e bispo de Shirburn. Escreveu sobre teologia, aritmética, astro-
logia e filosofia. A entrada em Hutton (1795) consiste de 12
linhas®. E repetida verbatim em Hutton (1815), onde, devido
as ja mencionadas mudangas de formatagao, sé ocupa 11 linhas.
A entrada nio é contida em Barlow (1814). Embora fosse bem
conhecido na época dele, especialmente para seus escritos
religiosos e sua poesia, ndo ¢ lembrado hoje em dia. A unica
referéncia que achei, fora do Diciondrio de Hutton, sobre um
trabalho de Adelm (Aldhelm) relacionada com a matemdtica é
seu De septenario, uma obra sobre as propriedades misticas do
numero sete.

A entrada referente a0 matemadtico francés Michel Rolle
(1652-1719), conhecido entre os alunos do Calculo como autor
do Teorema de Rolle, consiste de quase uma meia pégina (isto
é, quase uma coluna inteira). Segundo Hutton (1795), Rolle,

14 Foram localizados no sudoeste da Inglaterra. Malmsbury (Malmesbury) and
Shirburn (Sherborne) sio dessa regido.

15 Cada pégina de texto ¢ dividida em duas colunas. Assim, a entrada consiste de
12 linhas de uma coluna. Observagdes semelhantes serdo aplicdveis a todas as
mensuragdes sobre o texto, mas serdo deixadas implicitas. O mesmo acontece
com Barlow (1814).

162



dono de uma bela caligrafia, saiu da sua cidade natal™ no inte-
rior da Franca para sobreviver em Paris por dar li¢des sobre a
referida arte. No entanto, seu talento matemadtico foi descoberto
por Ozanam', que obteve, de Colbert'®, apoio financeiro para
ele. Também observa que seu comportamento pacifico e polido
lhe rendeu muitos amigos na comunidade cientifica. Na mate-
matica, ele se dedicou especialmente 4 dlgebra e eventualmente
ingressou na Academia das Ciéncias. Hutton ainda cita dois
livros da sua autoria sobre a dlgebra, bem como treze artigos
sobre virios tépicos matemdticos. Hutton (1815) repete esse
artigo verbatim. Barlow (1814), no entanto, reduz a entrada a
sete linhas, eliminando toda a informagio de cunho biogréfico
e mencionado apenas as datas de nascimento e falecimento e os
titulos dos dois livros. Ainda mais, Barlow afirma que Rolle veio
a falecer aos 53 anos de idade em 1685, o que nem ¢ aritme-
ticamente possivel. As datas de Hutton sdo corretas. Também
ha indicios que Rolle nio foi tdo amével quanto Hutton apa-
rentemente indica, pois Boyer (1995, p. 471), falando de Rolle,
afirma o seguinte: “T4o violentos eram seus ataques ao célculo,
que certa vez a Academia de Ciéncias teve de intervir.”

Do exemplo anterior, fica claro da maneira em que Barlow
(1814) abrevia Hutton (1795). Nio obstante, ha entradas em
Barlow (1814) que ndo constam em Hutton (1795), sendo uma
delas a para Maria Gaetana Agnesia (versio latina do nome
Agnesi). Segundo Barlow, Agnesi teve habilidades matemé-
ticas formidaveis e ainda foi fluente em vérias linguas antigas
e modernas. Assumiu o posto de Professora de Matematica

16 A cidade natal de Rolle era Ambert na provincia de Auvergne (Basse-Auvergne).
17 Trata se do matematico francés Jacques Ozanam (1640-1717).

18 Trata-se de Jean-Baptiste Colbert, um oficial do governo de Luis XIV (reinado:
1643-1715).
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na Universidade de Bologna® devido a exceléncia do seu livro
Istituzioni analytiche®, publicado, em dois volumes, em 1748,
cuja tradugdo para o inglés, de professor Colson*!, foi publicada
em 1801. Eventualmente, porém, deixou a Universidade para
entrar num convento. Em consequéncia, todos os detalhes da
resta da sua vida sdo perdidos, sendo que Barlow até professa
ignorancia sobre as datas de nascimento e falecimento dela.
Hutton (1815) acrescenta uma entrada para Agnesi que é bas-
tante similar, mas nio idéntica, 2 entrada de Barlow. Observa
que o referido livro dela foi traduzido para o francés por
Cousin® (em 1775) e que assumiu seu posto na Universidade
em 1750. Identifica a ordem religiosa a qual ela se associou
como sendo a das “freiras azuis™ e fornece a data de nasci-
mento (1718) e data aproximada de falecimento (1770). A
primeira é correta, mas Agnesi s6 faleceu em 1779.

Ha ainda entradas em Hutton (1815) que ndo sio contidas
em Hutton (1795), nem em Barlow (1814). Como um exemplo,
podemos considerar a entrada, de mais que meia pdgina, para
Robert Hues (¢.1552-1632). Hues nasceu em Little Hereford* e
estudou em Oxford. Na entrada, Hutton destaca o trabalho de

19 Bologna (Bolonha) ¢ situada no Norte da Itdlia. A Universidade foi fundada em
1088.

20 O titulo correto é Instituzioni analitiche ad uso della gioventu italiana. Hutton

(1815) nao d4 o titulo em italiano.

21 Trata-se do matematico inglés John Colson (1680-1760). A referida tradugio foi
publicada postumamente.

22 Nio achei uma tradugio por Cousin, mas sim uma tradugio, de 1775, do mate-
mitico francés Pierre-ThomasAntelmy (1730-1783).

23 Aparentemente vérias denominagdes de freiras catélicas usam roupa azul ou par-
cialmente azul. A denominagio de Agnesi era as augustinianas, que mantinha o
hospicio Pio Instituto Trivulzio em Mildo.

24 Trata-se de uma pequena aldeia no oeste da Inglaterra, perto do Pais de Gales.
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Hues sobre problemas de navegagio de embarcagoes. Susan M.
Maxwell (2008), escrevendo no Owxford Dictionary of National
Biography, dd 1553 como o ano de nascimento de Hues.
Consideremos agora dois ou trés exemplos de entradas
sobre personalidades mais conhecidos. Em primeiro lugar,
vejamos a sobre Leonhard Euler (1707-1783). Hutton (1795)
raconta a histéria do jovem Euler na Universidade de Basileia®,
onde o seu pai o mandou para estudar teologia, sua virada para
a matemdtica com a ajuda de John Bernoulli* e sua amizade
com os filhos deste, Nicholas e Daniel. Os irmaos foram para
Petersburgo?” onde foram instrumentais na consecu¢io de uma
posi¢io para Euler na Academia das Ciéncias, onde, depois de
alguns anos foi promovido ao posto de Professor de Matematica
em 1733. Ficou em Petersburgo até 1741, quando foi convi-
dado a ingressar na nova Academia de Berlim, l4 ficando até
1766, quando voltou ao Petersburgo. Aborda ainda os proble-
mas que teve com a visdo, o que eventualmente resultou em
cegueira completa, mas nio diminuia sua produgio prodigiosa.
De fato, segundo Hutton, ditou seu admirével livro Elementos
de AYgebm a um servente, um aprendiz de alfaiate, o qual era
completamente isento de conhecimento matemdtico. Em ter-
mos do contetido dos trabalhos de Euler, Hutton s6 menciona
uns poucos resultados relacionados com a matemdtica apli-
cada, se limitando a fazer vérias observagdes, quase bajuladoras,
sobre a quantidade dos trabalhos produzidos e a habilidade de
Euler de fazer cilculos complexos. Nao acrescenta uma lista,

25 A cidade de Basileia, na suica, é a cidade natal de Eular.

26 Trata-se de Johann Bernoulli (1667-1748) e seus filhos Nicolaus Bernoulli
(1695-1726) e Daniel Bernoulli (1700-1782).

27 Sio Petersburgo, chamado Leningrado entre 1924 e 1991, era na época sede da
corte russa.
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nem parcial, das publicagées de Euler, mas remete o leitor a
vérias fontes onde essa informacio pode ser achada.

Sobre Euler, Barlow (1814) reduz as duas paginas de Hutton
a menos de uma pégina. Desta, porém, s6 um paragrafo é dedi-
cado a vida do referido matematico, sendo que o resto é voltado
para uma lista de 21 das obras de Euler, incluindo a Mecdnica,
a Introduciao a Andlise dos Infinitos, a piéptrim, as Cartas a uma
Princesa Alema e os Elementos da Algebra. A correspondente
entrada em Hutton (1815) repete a de Hutton (1795) com
algumas pequenas modifica¢des. Hé, nas entradas sobre Euler,
certa falta de aprecia¢do sobre as realiza¢des do matemdtico
suico — sua grande atuagio na Teoria dos Numeros, por exem-
plo, nem sequer é mencionada.

Visto que os ingleses tendam a ter uma estima exagerada
para Newton, poderemos esperar um artigo bastante comprido
referente a esse cientista. De fato, a entrada Si» Isaac Newton, em
Hutton (1795), consiste de nove péginas, as quais sdo acrescen-
tadas mais quatro pdginas sobre Newtonian Philosophy. Newton
nasceu em Woolstrop® no dia de Natal® de 1642. Foi o tunico
filho de John Newton®, que faleceu quando seu filho foi ainda
muito jovem. Nido obstante, sua mae*, que havia casado nova-
mente percebeu as habilidades extraordindrias de Newton e
cuidou, junto com as solicitagdes de um irmao dela, da sua edu-

28 E um pequeno lugar na parte central leste da Inglaterra, perto de Lincoln.

29 Isto é de acordo com o velho calendirio juliano ainda em uso na Inglaterra na
época do nascimento de Newton. Segundo o calenddrio gregoriano, seria 04 de
janeiro de 1643.

30 O pai de Newton foi também chamado Isaac (1606-1642); ver More (1962, p.1)
que cita o registro de batismo de Isaac filho. O pai faleceu alguns meses antes do
nascimento do seu filho.

31 Trata-se de Hanna (ou Hannah) Ayscough Newton (1623-1679). Seu novo
marido foi Barnabas Smith (1583-1653) e o irmdo de Hanna e, portanto, tio de
Newton foi William Ayscough (c. 1610-1669).
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cagdo, eventualmente o mandando para Cambridge. L4, atraiu
a atengdo de Dr. Barrow®, o primeiro Professor Lucasiano
desta institui¢do, com quem manteve uma grande amizade.
Foi direcionado a ler os Elementos de Euclides, mas achou-os
faceis demais e passou a ler Descartes e Kepler. Hutton apenas
menciona rapidamente o trabalho de Newton sobre o Calculo,
embora também mencione, no final do artigo, seu trabalho com
séries infinitas, mas detalha a controvérsia com Leibnitz*® sobre
a prioridade da demonstragio do Teorema Fundamental do
Cilculo. Relata, em especial, que a Sociedade Real de Londres
estabeleceu uma comissido para determinar quem tinha razao;
o relatério dessa comissio foi uma vindica¢do completa para
Newton. Em contraste do seu tratamento de Newton e o
Cilculo, Hutton dd muito aten¢io ao trabalho de Newton na
ptica e relata como, devido ao fechamento da Universidade
face a peste de 1665-1667, Newton voltou a fazenda ancestral e,
quando via magas caindo das arvores, concebeu seu sistema do
mundo baseado na gravita¢io universal. Em 1669, Barrow abdi-
cou da Cadeira Lucasiana em favor de Newton. Ele ficaria neste
posto até 1696, quando assumiu um lugar na Casa da Moeda da
Inglaterra. Ingressou na Sociedade Real em 1672, foi eleito pre-
sidente da referida Sociedade em 1703 (posto que manteria até
seu falecimento 25 anos depois) e foi feito cavaleiro por Rainha
Anne* em 1705. Depois de vérios problemas de saide e cer-

32 Trata-se de Isaac Barrow (1630-1677). Professor Lucasiano se refere 2 Cadeira
de Matemitica endossada em 1663 por Henry Lucas (1610-1663), membro do
Parlamento inglés.

33 Trata-se claramente de Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). O z, em ale-
mio, frequentemente tem o som de #z e, assim, 0 nome Leibniz as vezes se grafia
com #z, 0 que, no entanto, nio é o preferido.

34 Rainha Anne (1665-1714) foi a tltima monarca dos Stuart. Reinou de 1702 até
1714.
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tos desgostos, devidos, na maioria, s maquinacoes de Leibnitz
e seus partiddrios, ele veio a falecer, com 85 anos de idade, em
1727. Hutton até di-se certo trabalho em mostrar cuidadosa-
mente que Newton nio somente suportou esses problemas e
desgostos com uma invejavel tranquilidade, mas também que,
na vida inteira, possufa um nivel altissimo de serenidade e paz
de espirito. Acrescenta uma lista de 26 itens® das publicagdes de
Newton, bem como uma lista de 82 itens ndo publicados, sendo
a maioria papéis avulsos e/ou incompletos.

Barlow (1814) segue o tom do artigo original do seu men-
tor, mas reduz o mesmo ao espaco de apenas uma pigina e
meia. S6 lista 22 das 26 publicagées mencionadas por Hutton
e elimina a lista dos 82 itens ndo publicados. Ainda d4 a data
de nascimento de Newton segundo o calendirio juliano. O
mesmo acontece em Hutton (1815), que, de fato, exceto por
algumas pequenas modificagdes, € igual ao artigo em Hutton
(1795).

Além das virias imprecisbes jd assinaladas nas nossas
notas, devemos mencionar mais alguns aspectos dos artigos
de Hutton. Em primeiro lugar, Hutton esconde as tribulac¢oes
da juventude de Newton. Tinha apenas dois anos quando sua
mie casou com Barnabas Smith, o qual, basicamente, rejeitou
Newton. Em consequéncia, ele foi forcado a morar com os
avds maternos e desenvolveu relagdes hostis tanto para com
esses avos, quanto para com a sua mie e o seu padrasto®®. Em
segundo lugar, parece que Newton nio evidenciou muita pro-
messa de ser dono de uma inteligéncia fora do comum?¥. De
fato, foi somente apds ele se revelou incapaz de gerenciar a
fazenda ancestral que ele foi mandado a escola, embora, na

35 Alguns desses itens contém multiplas publicacdes.
36 Ver, por exemplo, O’Connor e Robertson (2000b).
37 Ver More (1962).
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verdade, como Hutton relata, seu tio, William Ayscough, foi
instrumental em convencer a mie a deixd-lo ir a Cambridge.
Devemos desconfiar, em especial, da estéria de que Newton
absorveu os Elementos de Euclides sem qualquer esforgo.
Estorias semelhantes sio contadas sobre virios matemadticos e
todas tém o mesmo nivel baixissimo de probabilidade. Gilberte
Pascal (1620-1687), por exemplo, relata que seu irmio Blaise
(1623-1662) deduziu o primeiro livro inteiro dos Elementos
sem a ajuda de qualquer texto matemdtico.”® Finalmente,
observamos que, longe de ser uma pessoa sossegada como
Hutton alega, Newton teve acessos de ira sempre que recebesse
qualquer critica®. A controvérsia com Leibniz foi um exemplo
disto, pois Newton foi tdo enfurecido com os acontecimentos
que ele mesmo, na condi¢do de Presidente da Sociedade Real,
constituiu a comissdo investigativa mencionada por Hutton e
toi o de facto presidente da mesma, bem como o préprio autor
do relatério. E, portanto, um tanto ingénuo oferecer, como faz
Hutton, o relatério como demonstragio da retidio de Newton
¢ a perfidia de Leibniz. E interessante observar que, na entrada
Godfrey-William Leibnitz, Hutton é um pouco mais generoso
com Leibniz, apenas afirmando ez passant que o referido mate-
matico alemado provavelmente obteve dicas sobre o método de
Newton em uma viagem para Inglaterra em 1673 e que estas
serviriam como base para seu Cilculo Diferencial. Nao obs-
tante, na entrada Fluxides, retoma a controvérsia, explicando
em mais pormenores os raciocinios da comissdo investigativa
da Sociedade Real, sem mencionar (de fato, ocultando) o papel
de Newton nessa comissio.

38 Ver Fossa, 2013. Observamos que, na entrada Blaise Pascal, Hutton raconta essa
estéria de uma forma mais branda.

39 Ver O’Connor e Robertson (2000b).
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Conclusao

Como ja indicamos, o Diciondrio de Hutton foi conside-
rado, pelos seus contemporaneos, sua obra mestre. Na verdade,
retine uma quantidade enorme de informagio, especialmente
sobre tdpicos relacionados 4 matemdtica aplicada, embora
muito do que foi assim chamado na época de Hutton seria
considerado hoje parte de alguma ciéncia especifica e nio parte
da matemidtica. Em relag¢io a Histéria da Matematica, o livro,
nas suas trés versdes, precisa ser analisado segundo pelo menos
dois pardmetros. Em primeiro lugar, o Diciondrio fornece um
meio de investigar o estado do desenvolvimento da matematica
na época em que foi escrito. Em segundo lugar, as entradas
de contetdo explicitamente histérico fornece informagio rela-
cionada a prépria Histéria da Matemadtica. Analisamos vérios
exemplos destes dois pardmetros a fim de ilustrar as possibili-
dades e limita¢des do texto, bem como para mostrar as relagoes
bésicas entre as trés versdes do texto.

O procedimento pouco critico de Hutton implica que a
informagdo que ele traz nem sempre é confidvel, embora haja
um nivel muito mais rigoroso em relagdo a assuntos técnicos do
que em relagdo a assuntos histéricos. Mas, também implica que
ele inclui muita informagio que talvez ndo seria incluida por
um autor mais critica. Isto é especialmente o caso em relagio
a inclusdo de informagio biogréifica de muitos matemadticos de
menor importancia, os quais nio sio mencionados em histérias
gerais da matemdtica. Assim, o Diciondrio ¢ um bom ponto de
partida para os historiadores que querem investigar as contri-
bui¢bes de figuras menores.
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10

Matematica, Historia e Alienacao

John A. Fossa

ma das mais promissoras linhas de pesquisa em
Educa¢io Matemadtica tem sido o uso da Histéria da
Matemitica como um recurso pedagégico. Dentre as
vérias propostas para o referido uso, achamos a leitura de textos
histéricos, o contraste e comparagio de abordagens diferentes
de algum conceito ou problema matemaitico, e, o que ¢é talvez
a mais interessante de todas, o uso da Histéria da Matemdtica
para informar atividades construtivistas. Todas essas pro-
postas diferem do uso tradicional da Histéria na Educagio
Matemitica pelo fato de que propdem auxiliar o processo da
aprendizagem de conceitos matemdticos através do desenvol-
vimento de materiais e métodos que levam o aluno a participar
ativamente na constru¢do dos seus préprios conceitos. Nesse
sentido, todas as referidas propostas sio consoantes com prin-
cipios construtivistas para um ensino eficaz.
O uso tradicional da Histéria da Matemitica no ensino da
Matemitica, em contraste, se limitava a tentar proporcionar
a0 aluno uma maior motivagdo para estudar a Matematica. A
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tentativa era feita, no entanto, de tal forma que a informagio
histérica era, quase sempre, marginalizada, ou seja, a mencio-
nada informagio nio fazia parte integral do médulo de ensino
e, dessa forma, o aluno frequentemente usava o material his-
térico para fugir da matemadtica, em vez de investigi-la com
mais interesse. A esse respeito, hd duas observacdes a serem
feitas. Em primeiro lugar, isso ndo significa que o uso tradicio-
nal era inteiramente nefasto, pois mesmo quando funcionava
na maneira indicada, proporcionava ao aluno uma pequena
recreagio dentro da aula de matemitica.

A segunda observa¢io que devemos fazer aqui é que a
motivagdo do aluno é uma importante fun¢io da Educagio
Matemitica e nido deveria ser desprezada. De fato, a men-
cionada fungdo ¢ tdo importante que as propostas modernas
frequentemente alegam que o uso da Histéria da Matematica
no ensino da Matemitica é bastante eficaz na motivagio do
aluno. Infelizmente, na maioria dos casos, a questdo da moti-
vagio nio é tematizada no contexto da discussio do uso da
histéria como um instrumento pedagégico. Para algumas con-
sideragdes a mais sobre isto, no entanto, ver Fossa (2008).

Para essas razdes, entre outras, acredito que podemos
concordar que o uso da Histéria da Matematica como um ins-
trumento pedagdgico ¢ um importante tépico para a Educagio
Matemitica. No resto do presente trabalho, contudo, quero
deixar o referido tépico de lado para abordar outro, igual-
mente importante para a nossa disciplina. Trata-se da questdo
da aprecia¢do do papel cultural da matematica, ou melhor, os
papéis culturais da mesma.

Matematica como uma Heranca Cultural da Humanidade
Frequentemente se diz que a matemdtica nasceu com o

homem. Isso significa tanto que a matemadtica é uma ativi-
dade especificamente humana, quanto que, historicamente, os
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homens, por mais primitivos que fossem, sempre faziam algum
tipo de matemdtica. Ao mesmo tempo, se quer afirmar que a
matemdtica ¢ um produto cultural do homem. Isso, no entanto,
ndo ¢ consoante com a afirmagio anterior, pois, como um pro-
duto cultural, foi ou inventado num determinado ponto de
tempo ou se desenvolveu de algum conjunto de atividades ante-
riores. Visto que hd, espalhadas nas virias culturas ao redor do
planeta, uma multiplicidade de formas diferentes do que geral-
mente chamamos de matemdtica, parece que a matemitica, de
fato, se desenvolveu de um complexo de atividades anteriores,
que chamo atividades proto-matemiticas. Na verdade, pode-
mos definir a etnomatemadtica como sendo, primordialmente,
o estudo de atividades proto-matemadticas tanto num contexto
histérico quanto no contexto atual.’

Tudo isso, entdo, refor¢a a ideia da matemdtica como um
produto cultural, ou seja, como uma cria¢do livre do espirito
humano e, de fato, quase todos os grandes matematicos que
tém opinado sobre o assunto concordam com essa caracteriza-
¢do da matemitica.

Podemos ir além disso, porém, e dizer um pouco mais sobre
esse produto cultural que é a matemdtica? Talvez a primeira
coisa que salta aos olhos é que a matemitica é util. Mas, de
novo, quando perguntamos os grandes matemdticos porque a
matemdtica lhes encanta, quase ninguém diz: “porque ¢ util.”
Dizem algo como “porque é bonito” ou “porque é puro”, onde
puro significa “absolutamente verdadeiro”. Assim, a matemé-
tica parece compreender em si mesmo tanto o conhecimento
verdadeiro da sua aplicabilidade, quanto o conhecimento belo
da sua verdade absoluta, o que nos leva a ver na matematica
a exemplificacdo do seguinte ensinamento da urna no poema
Ode on a Grecian Urn de John Keats:

1 Para uma explicagio mais precisa do conceito de atividades proto-matemdticas,
bem como o da prépria matematica, ver Fossa (2010).
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‘Beauty is truth, truth beauty, — that is all
Ye know on earth, and all ye need to know.’

Ao exemplo do poema de Keats e da prépria urna que o poema
contempla, a matemadtica nio mescla os conceitos distintos de
conhecimento, verdade e beleza através de argumentos dis-
cursivos acarretando a referida mesclagem como conclusio.
Muito pelo contrério, revela, através da sua estrutura, uma
visio do mundo como repousando na unidade do pensamento
humano e, neste sentido, a matemdtica ¢ uma grande obra de
arte.

Mais ainda, como uma obra de arte, a majestade e sublimi-
dade da matemadtica superam em muito a arte das urnas gregas
e até a da poesia de Keats. Desta forma, certamente faz parte
da heranca cultural da humanidade e, como tal, deve ser apre-
ciada, compreendida, interpretada e vivida, tanto como uma
expressdo cultural histérica, quanto como uma expressio vigo-
rosa da nossa cultura atual. Finalmente, visto que a matematica
faz parte da nossa cultura, é naturalmente inserida dentro de
uma cultura maior e, portanto, é relacionada as outras partes
da cultura de vérias maneiras. Em consequéncia, a apreciagio
da matemitica deve conter uma explanagio e apreciagio dessas
relacoes.

Alienagao

Dado, entdo, que a matemitica ¢ uma parte importante da
nossa heranga cultural e deve ser apreciada, tanto como uma
expressio cultural, quanto com respeito as relagdes que ela man-
tém com as demais partes da nossa cultura, podemos perguntar
o que acontecerd se a referida apreciagio nio for realizada. A
resposta é que ficamos alienados da nossa cultura e, em conse-
quéncia, de nés mesmos. Isso requer maiores explanagdes.
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Para tanto, voltamos a nossa atenc¢do para o conceito de
alienagdo. Esse conceito é, talvez, mais familiar a nés no con-
texto juridico, no qual se refere a transferéncia de um bem de
uma pessoa a outra. Assim, quando um dono de um terreno,
por exemplo, vende-o a outrem, o outro passa a receber a posse
legal do terreno, o qual torna-se a propriedade do outro. Isso
significa que o vendedor perdeu seu prévio dominio sobre o ter-
reno, bem como o usufruto das vantagens que podera produzir.

O conceito de alienagdo também tem uma longa histéria
dentro da filosofia, remontando pelo menos aos hegelianos
e marxistas e certamente relacionado ao conceito de auten-
ticidade dos fenomenoldgicos e existencialistas. Para nossos
propésitos, ndo serd necessario fazer as distingoes cabiveis entre
essas vérias doutrinas. Basta conceber o conceito como a perda
da nossa posse de nés mesmos. Isto é, perdemos a habilidade
de agir em conformidade com nosso livre-arbitrio, tornando-
nos objetos para nés mesmos. Dessa forma, perdemos nossa
consciéncia de nés como pessoas, bem como a humanidade do
outro.

Ora, a primeira vista, é até dificil perceber o que tudo isto
tem a ver com a matemdtica. A dificuldade, no entanto, é preci-
samente na nossa ideologia de que é somente através das nossas
préprias agdes que nos constituimos como homens. A mencio-
nada ideologia, contudo, é inveridica, pois nossa constitui¢io
humana é também determinada pelas relagdes que mantemos
com os outros, ou seja, pela nossa cultura. Em consequéncia,
quando ndo nos apropriamos a matemdtica, nos alienamos de
uma importante parte da nossa cultura e, portanto, diminuimos
a nossa humanidade. Assim, é imperativo que temos uma apre-
ciagio da matemdtica em termos da sua organizagio interna,
bem como em termos dos vérios papéis que ela desempenha
dentro da nossa cultura.
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0 Tamanho da Tarefa

Dado, entdo, que hd uma necessidade para uma aprecia-
¢do da matemdtica de forma generalizada entre os membros da
sociedade, pareceria que a tarefa de preparar materiais peda-
gégicos adequados recairia sobre a comunidade da Educagio
Matematica. Isto se deve nio somente ao nosso mandato de
proporcionar ao aluno (seja ele crianga ou adulto, estudante
ou cidaddo) o desenvolvimento de habilidades relacionadas a
compreensio e uso da matemadtica, mas também ao fato de que
¢ a Educa¢io Matemadtica que detém o conhecimento e habi-
lidades inter- e transdisciplinares necessdrios para a realizagio
do servigo.

Mesmo com todas as vantagens mencionadas, porém,
a referida tarefa é gigantesca. Em primeiro lugar, a prépria
matemdtica é tdo ampla e seu conteido e seus métodos sdo tio
variados que seria impossivel abordd-la pontualmente. Assim,
serd necessdrio fazer escolhas sobre o material a ser abordado
e sobre os momentos dentro do curriculo onde cada conteido
deve ser inserido. Ainda mais, ndo se trata apenas de modali-
dades referentes ao conteido matemdtico, mas também, como
ja indicamos, de conteudos referentes ao papel da matemadtica
dentro da sociedade.

Em segundo lugar, precisamos admitir que a matemadtica
ndo é o unico importante componente da nossa cultura que
reclama, justificadamente, a apreciagdo do homem encultu-
rado®. Dessa forma, serd necessdrio negociar tempo e espago
dentro da matriz educacional com esses outros componentes
culturais.

2 Desculpem o neologismo, mas queremos falar do homem que se acha dentro de
uma cultura, nio necessariamente um homem culto.
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Primeiras Sugestoes

Para finalizar o presente trabalho, indicarei alguns dos
meios em que a referida tarefa educacional podera ser abor-
dada. Deve-se encard-los como primeiras sugestoes a fim de
iniciar o debate. Para tanto, podemos conceber a tarefa como
tendo duas vertentes: uma referente a educagio formal, dentro
da escola, e outra referente a educagio informal, fora da escola.

Na educagio formal, tem-se os seguintes itens:

* Todo aluno, até o final do seu curso secundirio, deve
dominar contetidos matemadticos até e incluindo o
Cilculo Integral e Diferencial, embora restrito a fun-
¢oes polinomiais.

* O ensino que utiliza a Histéria da Matemitica como
instrumento pedagégico, especialmente se levar em
conta o contexto social da matemdtica estudada, aju-
dard a fomentar a apreciagio pleiteada.

*  Deve ser criadas, especialmente no nivel universitério,
disciplinas que contemplam a sociologia da matematica
e a Etnomatematica.

Na educagio informal, tem-se os seguintes itens:

* Confecgio de materiais paradiddticos para ser usados
fora do ambiente da escola.

* Confecgdo de materiais atrativas de divulgacio
cientifica.
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