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PREFACIO

A TEORIA DAS CATEGORIAS E UMA TEORIA MATEMATICA ELE-
gante e generalista que faz uso de uma linguagem abstrata
cheia de graficos e de uma axiomadtica intuitiva. Essa teoria,
em linhas gerais, permite expor de forma mais clara estru-
turas e relacdes matematicas, bem como possibilita correla-
cionar os mais distintos ramos da matematica. Ndo é de se
estranhar que o légico atento a essa poderosa ferramenta
matemadtica proponha no minimo duas questdes, a saber: (1)
Como a teoria das categorias “funciona” associada a légica
moderna (uma légica matemadtica)?; (2) O uso de estruturas
matemadticas da teoria das categorias é vantajoso aos estudos
dalégica moderna?

Ao longo do presente livro tentamos responder (1) e (2),
ainda que de modo incipiente e a partir de um contexto mais
modesto de investigagdo: o da légica proposicional. Com esse
intuito, oferecemos ao leitor um curso introdutério de “légica
proposicional categérica”: uma légica proposicional (classica)
que se vale das técnicas matematicas da teoria das categorias.

O nosso curso nio existiria sem a valiosa orientacio e



incursdes (exemplos e demonstragdes) do légico e matemati-
co Giovanni da Silva de Queiroz. Esse livro vem a publico em
sua homenagem.

Desde ja ndo é demais esclarecer ao leitor que muitas das
licoes de légica categoérica oferecidas no nosso curso foram
extraidas, observadas poucas modifica¢des, da obra Topoi: The
Categorial Analysis of Logic, escrita pelo matematico e légico
Robert Goldblatt. Outras tantas motivagdes e exemplos tra-
balhados por nés estido presentes no Categoy Theory de Steve
Awodey.

Como organizamos o nosso curso? Detalhes sobre as ori-
gens e os desenvolvimentos da légica e teoria das categorias,
e a posterior aplicacdo daquela nesta, sdo apresentados ja no
primeiro capitulo.

O dominio da teoria das categorias demanda bastante es-
for¢o e dedica¢io. Para amenizar essas dificuldades, tratamos
da axiomatica e de algumas estruturas importantes da teoria
das categorias no segundo capitulo.

Como pretendemos entrelagar a teoria das categorias com
a légica proposicional, no terceiro capitulo buscamos expor
de modo claro alguns conceitos basicos e avancados da légica
proposicional como uma espécie de 16gica matematica.

No dltimo momento do nosso curso, mostramos como é
possivel traduzir os conectivos légicos (nega¢io, implicagio,
disjuncio e conjun¢do) em termos categdricos. Com isso, na
sequéncia, estabelecemos certas condi¢bes que permitem
modelar uma semantica categdrica capaz de interpretar as

férmulas bem formadas do calculo proposicional proposto.
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Ao final, avaliamos as propriedades da completude e da corre-
¢40 sob essa nova perspectiva.

Bons estudos!

Rainha da Borborema, 23 Marc¢o de 2020.
Rodrigo Costa Ferreira
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CAPITULO 1
UM POUCO DE HISTORIA

1.1 TEORIA DAS CATEGORIAS COMO UM

CAPITULO IMPORTANTE DA HISTORIA DA LOGICA
MATEMATICA

Jano século IV a.C,, as geniais incursées de Aristételes acerca
da demonstrac¢do (ou, em geral, sobre o raciocinio humano)
consolidam a légica como uma disciplina filoséfica. Entretan-
to, o escopo da atual légica (uma légica matematica) nio se
limita ao classico estudo dos principios da inferéncia valida,
estendendo-se hoje a tépicos como teoria da prova, teoria dos
modelos, teoria da recursdo, fundamentos da teoria dos con-
juntos, entre outros. Essa revolu¢io no contetado da légica sé
se deu com a sua matematizac¢io no século XIX.

No século XIX ocorreu com a légica um fenémeno seme-
lhante ao ocorrido com a fisica no século XVII: a sua mate-
matizacdo. Apés a aproximagdo com a matematica houve um
grande avanco na forma de se “fazer 16gica” até entido nio vi-

venciado. A légica ao mesmo tempo em que herda e aprimora
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o formalismo matematico, influencia a matematica com os
seus métodos, os quais sdo utilizados por 16gicos e matemati-
cos para examinar, por exemplo, os fundamentos da matema-
tica e os seus procedimentos de prova. Surge, nesse momen-
to, a moderna “légica matematica”. Dai, dizemos hoje que a
légica além de ser uma disciplina filoséfica é também uma
disciplina matematica.

Porém, ja no século XVII o filé6sofo e matemdtico alemio
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) desenvolveu uma série
de aproximacdes entre a dlgebra e a logica. Infelizmente, os
resultados de seus trabalhos s6 seriam mais bem difundidos e
desenvolvidos a partir do século XIX.

Leibniz, como é possivel observar na sua De Arte Combina-
téria, escrita em 1666, compreende que a légica, com os seus
termos, proposi¢des e silogismos, apresenta certa semelhan-
¢a com a algebra. Por isso, procurou elucidar varios aspectos
da légica por meio do célculo algébrico de sua época. Ainda
nessa obra introdutoéria, o filésofo alemio tenta implantar a
ambiciosa constru¢do de uma lingua philosophica com charac-
teristica universalis, uma espécie de sistema exato e universal
de notagio concebido para expressar de forma precisa o pen-
samento humano. Em paralelo, propée o desenvolvimento
de um calculus ratiocinator (calculo da razdo): uma espécie de
calculo que permitiria inferir das premissas representadas na
lingua philosophica (um tipo de linguagem formal), por conclu-
sdo, todas as coisas pensadas. Apesar do programa l6gico-ma-
tematico de Leibniz, na forma como foi introduzido no século

XVII, ndo ser teoricamente exequivel, o calculus ratiocinator
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representa, no minimo, uma condi¢io inspiradora a metodo-
logia da l6gica matematica moderna.

Passados dois séculos da proposta de Leibniz, a 16gica ma-
temadtica tem uma formula¢ido formal mais concisa no ano de
1847 com a publicacio do livro The Mathematical Analysis of
Logic de George Boole (1815-1864). Neste trabalho inovador
Boole situa a légica matematica como uma espécie de calculo
l6gico de classes. No mesmo ano, Augustus De Morgan (1806-
1871) publica o tratado Formal Logic, no qual desenvolve im-
portantes estudos sobre a l6gica das rela¢cées. No ano de 1854,
George Boole publica An Investigation into the Laws of thought
on which are Founded the Mathematical Theories of Logic and
Probability complementando os estudos da sua The Mathema-
tical Analysis of Logic. Anos depois, com Ernst Schroder (1841-
1902), no volumoso tratado Vorlesungen tiber die Algebra der
Logic, publicado entre 1890 e 1895, as no¢des légicas boolea-
nas recebem um refinamento notéavel.

Uma abordagem simbélica moderna a légica é encontrada
nos trabalhos do alem&o Gottlob Frege (1848-1925), em parti-
cular, no Begriffsschrift de 1879, no Grundgesetze der Arithme-
tik, publicado entre 1879 e 1903, e nas pesquisas de Giuseppe
Peano (1858-1932) com o extenso Formulaire de Mathématiques
de 1894. Ao longo dessas obras, Frege tenta fundamentar lo-
gicamente o “raciocinio matematico” (ou a demonstra¢io ma-
temadtica) a partir de uma linguagem artificial precisa capaz
de tornar mais explicito os seus processos de inferéncia. Essa
linguagem formal de notagdo complexa lhe permitiu estabe-

lecer as bases modernas do calculo proposicional e do célculo
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de primeira ordem - uma das grandes inovagdes, nesse senti-
do, foi a do uso de simbolos que expressam quantificadores,
variaveis e fun¢des. Uma das grandes contribui¢es de Peano,
por sua vez, consiste em ter melhorado a nota¢io simbélica
de Frege, sendo a nota¢io de Peano usada ainda hoje para ex-
pressar o calculo légico.

Os trabalhos iniciados por Frege e Peano impulsionaram
a construcido da monumental Principia Mathematica publica-
da entre os anos de 1910 e 1913 por Alfred North Whitehead
(1861-1947) e Bertrand Russell (1872-1970). A identificacdo de
grande parte da matematica com a légica é a ideia bésica des-
sa obra. Ao longo dos seus estudos, os conceitos e teoremas
matematicos sdo traduzidos em nogoes légicas. Essa investi-
gacdo tem inicio com o calculo das proposic¢bes; e passa, na se-
quéncia, a elucidar aspectos importantes da teoria das classes
e teoria das rela¢des.

No periodo entre 1934 e 1939 aparece o abrangente Grun-
dlagen der Mathematik de David Hilbert (1862-1943) e Paul
Bernays (1888-1977). O ambicioso programa formalista de
Hilbert e Bernays tem como objetivo fundamentar logica-
mente toda a matemdtica mediante a aplica¢io de sistemas
formais baseados no método axiomatico. Importantes contri-
bui¢des para a teoria da prova sdo dadas nesse momento.

Os anos que se sucederam as pesquisas de Bernarys e Hil-
bert sdo seguidos por iniimeros outros importantes trabalhos
em logica matemadtica, entre os quais, para citar alguns, o arti-
go Uber Formal Unentscheidbare Siitze der Principia Mathemati-
ca und Verwandter Systeme I (1931) do matematico Kurt Godel
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(1906-1978) e os trabalhos On Some Fundamental Concepts of
Metamathematics (1930) e The Concept of Truth in Formalized
Languages (1935), Boolean Algebras with Operators (1952) do
l6gico polonés Alfred Tarski (1901-1983). Além do surpreen-
dente resultado da incompletude de Gédel, ocorre o desenvol-
vimento de pontos importantes da teoria da representacio e
da teoria dos modelos (consequéncia importante da defini¢ao
semantica de verdade de Tarski).

Conceitos fundamentais da 4lgebra moderna (ou abstra-
ta), tipologia e espagos vetoriais foram estabelecidos entre
1920 e 1940. Nos vinte anos seguintes é possivel observar
uma verdadeira revolu¢io nos métodos da topologia algébrica
homolégica. A dlgebra homoldgica é um desenvolvimento da
dlgebra abstrata que trata de resultados vélidos em diversos
tipos de espa¢os matematicos. Um dos frutos desse avang¢o
ocorre com a introdu¢do em 1942 por Eilenberg e Mac Lane
das nogdes de funtor e categoria. Essas contribui¢des marcam
o inicio da teoria das categorias.

No ano de 1942, Samuel Eilenberg (1913-1998) e Saunders
Mac Lane (1909-2005) propéem novos métodos para o célcu-
lo de grupos homoélogos. Na ocasido constatam que grande
parte dos grupos estudados estio relacionados de modo a exi-
birem uma determinada propriedade universal denotada por
eles como “natural”. Essa compreensio os conduz a criagio e
a aplicacio dos “isomorfismos naturais” para um tratamento
mais geral dos grupos algébricos. Além da no¢do de isomor-
fismo natural, formulam o importante conceito de funtor:

no sentido de determinar um significado mais exato aquilo
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que é compartilhado pelas estruturas algébricas abstratas.
Eilenberg e Mac Lane, cientes da necessidade de uma cons-
trugdo axiomdtica mais geral as suas pesquisas, anunciam,
ainda em 1942, a realiza¢io de estudos futuros. Um trabalho
detalhado da axiomaitica dos isomorfismos naturais s6 é pu-
blicado no ano de 1945, sob o titulo de General Theory of Natu-
ral Equivalences.

A publicacdo da Teoria Geral das Equivaléncias Naturais
marca oficialmente o nascimento da teoria das categorias.
Com essa teoria pretendem, inicialmente, fundamentar uma
axiomadtica geral na qual a no¢do de isomorfismo natural as-
sociada aos conceitos de funtor e de categoria possibilitam
capturar propriedades universais pertencentes a diferentes
estruturas matematicas. Mediante algumas dificuldades te-
dricas, Eilenberg e Mac Lane acrescentam a axiomadtica das
equivaléncias naturais os conceitos de funtor e de categoria.

A categoria, a principio, é entendida por Eilenberg e Mac
Lane como como um conceito auxiliar & definicio de funtor,
ou seja, como algo 1til apenas para solucionar certos proble-
mas decorrentes da aplica¢do da noc¢io de funtor. Mac Lane e
Eilenberg, depois de introduzirem em 1945 algumas nog¢des
categéricas importantes, acreditavam ter produzido uma lin-
guagem eficaz aos interesses dos topologistas e de outros,
uma vez que essa permite oferecer uma visdo conceitual am-
pla de inimeras partes da matemadtica.

Na primavera de 1956, Daniel Kan introduziu o importan-
te conceito de funtor adjunto a teoria das categorias. O ma-

temadtico trabalhava na teoria homotopica, desenvolvendo o
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que é chamado, hoje, de teoria homotdpica combinatéria. De
imediato, Kan percebeu que poderia usar a no¢io de funtor
adjunto para unificar varios dos resultados obtidos por ele
em pesquisas anteriores. Em 1958, o matematico publica uma
versdo unificada desses resultados no artigo Functors Involving
Complexes. Ainda sobre os resultados obtidos em suas pesqui-
sas, Kan escreve o artigo Adjoint Functors, tratando particu-
larmente da ideia de funtores adjuntos. Ao escrever esse ar-
tigo que Kan descobre como a defini¢do de funtor adjunto é
geral e importante para se definir outras no¢des essenciais a
teoria das categorias, tais como a de limite e colimite.

Em 1957, Alexander Grothendieck (1928-2014) procurou
generalizar nio apenas o trabalho de Eilenberg e Mac Lane,
mas também alguns resultados particulares da adlgebra abs-
trata ao definir as “categorias abelianas”. A axiomaitica das
categorias abelianas levou em conta apenas caracteristicas
estruturais compartilhadas, na medida em que objetos abe-
lianos foram definidos como uma condicdo tedrica primitiva
em funcdo do conceito de categoria. Tal terminologia permite
a Grothendieck caracterizar um tipo de estrutura existente
entre objetos, sem que, para tanto, fosse necessario especifi-
car ao certo tais objetos.

A “légica categdrica” (uma légica matematica que faz uso
das estruturas da teoria das categorias) tem inicio na década
de 60 com os trabalhos de Francis William Lawvere. Em 1963,
o matemadtico Francis William Lawvere (1937-), na sua tese de
doutorado Functorial Semantics of Algebraic, define uma se-

mantica funtorial capaz de interpretar uma teoria algébrica
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em outra teoria algébrica por meio de um funtor. Passados
alguns anos, nos trabalhos Theories as Categories and the Com-
pleteness Theorem (1967) e Quantifiers and Sheaves (1970), Law-
vere faz uso da estrutura funtor para determinar os adjuntos
de Kan (aqueles de imagem inversa) como quantificadores 16-
gicos, bem como introduz uma nova axiomatica aos topos de
Grothendieck, buscando generaliza-los sob uma perspectiva
topoldgica e categorica. Tal fato o levou, posteriormente, a
desenvolver uma defini¢io de topos capaz de fornecer um tra-
tamento categdrico a légica de primeira ordem.

Por influéncia dos trabalhos de Lawvere, a partir das dé-
cadas de 1960 e 1970 hd um maior interesse na aplicagio da
teoria das categorias nas légicas algébricas. Tal interesse se
mantém vivo, sendo a légica categdrica atualmente abordada
como um importante objeto de pesquisa no desenvolvimento

de novos sistemas légicos.

19



CAPITULO 2
TEORIA DAS CATEGORIAS:
PRIMEIROS PASSOS

2.1 DEFINICAO AXIOMATICA DE CATEGORIA

A axiomdtica de uma categoria qualquer % ¢ definidaa seguir.
Toda categoria tem como primitivos os conceitos de objeto e
morfismo (ou setas), devendo os morfismos satisfazerem, em

especial, as propriedades de composi¢io e identidade.
DEFINI(;AO 2.1 (AXIOMATICA DE UMA CATEGORIA
QUALQUER) UMA CATEGORIA QUALQUER %’
COMPREENDE:

(1) Obj (‘.-ﬁ J): uma cole¢io de objetos;

(2) Hom (cﬁ): uma colecio de morfismos;

(3) D; CD: duas opera¢des denominadas dominio e codomi-
nio. Para cada morfismo f de Hom ((ﬁ) coma=D (f)eb=CD

20



;
(f), escrevemos f:a » b £ (A B) ou a — b;

(4) ©:uma operacio de composicdo. Sejam f: a *b,g: b

¥, h:c * d morfismos de Hom ((i"f)), temos a composi-

¢do (h®g) © f=h® (g©f): a * b, de forma que o diagrama
abaixo comute

(5) id: uma opera¢iao chamada identidade. Para cada objeto
a e b de Obj (( é'g) ocorrem morfismos identidade ida: a *a
e idb: b —= b, tal que, dado um morfismo qualquer f: a =
b de Hom (( i"'«'ﬂ), o diagrama comute

21



id, idp

istoé,f Cida=idb © f=f.

. o P .
Uma categoria > é wuma estrutura do tipo

(Obj(€¢), Hom (¢), D, CD, id, o)

2.2 ALGUMAS CATEGORIAS

Com o objetivo de tornar a definicdo de uma categoria qual-
quer (Defini¢do 2.1) mais clara ao leitor, tratamos adiante de
algumas expécies de categoria: categoria dos conjuntos (SET),
categoria das fung¢des (SET), categoria dos conjuntos par-
cialmente ordenados (POSET), categoria dos mondides
(MON) e categoria dos grupos (GRU). As categorias MON e
GRU podem ser facilmente compreendidas ap6s a elucidagio
de alguns conceitos importantes da algebra abstrata: mondi-

de, grupo e homomorfismo.

22



2.2.1 CATEGORIA DOS CONJUNTOS (SET)

Definicido 2.2 (Axiomatica da Categoria dos Conjun-
tos) SET = (Obj (SET), Hom (SET), D, CD, id, o) é uma ca-

tegoria se, somente se, as seguintes condi¢des sido satisfeitas:
(1) Obj (SET) sdo conjuntos;
(2) Hom (SET) sdo fungdes entre conjuntos;

(3) D, CD: Hom (SET) # Obj (SET) sao operagbes deno-
minadas dominio A e codominio B, ou seja, A=D (f)e B=CD

(f) para qualquer funcio f entre conjuntos;

(4) ©:Hom (SET)2 * Hom (SET) é a composicio de fun-

¢Oes entre conjuntos;

(5) id: Obj (SET) » Hom (SET) é a operacio identidade,
na qual a cada conjunto A é associado a funcio identidade idA:
A F—* A eacada conjunto B é conferida a funcio identidade
idB: B+—* B.

As proposicdes a seguir validam a Definicao 2.2

Proposicdo 2.1 A operagido composicdo é associativa em
SET.

Demonstragdo:

23



Para as func¢ées f: A+—" B,g:BH——* Ce h: CH—*A, e para
qualquer que seja a4, temos:

((h ©g) ©f) (@) =(hOg) (f(a)) = h(g(f(a))) = h(g°f(a)) =
(h© (goN))(a)

O

Proposicao 2.2 Em SET vale a identidade.
Exercicio 2.1 Provar a Proposicio 2.2

Exemplo:

A categoria SET Z possui infinitos morfismos que, por defi-
nicdo,sdonumerosinteiros Z=4...3,2,1,0,—1,-2,-3...}
. Os morfismos dessa categoria tém um mesmo dominio e co-
dominio, j4 que na categoria SETZ h4 um tnico objeto cha-
mado Z.

Da composi¢do dos morfismos m e n (nimeros quaisquer)
deriva um numero distinto n - m (multiplicacdo). Sen ©m=n

- m, entdo o diagrama abaixo comuta
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n
nem

3

Z

A multiplicagdo em SET Z & associativa: m - (n-k)=(m-

n) - k, sendo essa vélida para qualquer nimero inteiro n, m e k.

Nesses termos, o diagrama

mon Kam

comuta, poism ©(n ©k)=(m%n) Ck=m-(n-k)=(m-
n) - k.
O morfismo identidade @z de Z ¢ o namero 1, j4 que o

diagrama a seguir comuta
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E I Z

n n

Y i

Z Z,

N

namedidaem que1-m=men-1=n.

2.2.2 CATEGORIA DAS FUNCOES (SET )

Definicio 2.3 (Axiomatica da Categoria das Fun-
coes) SET~ = (0bj (SET™), Hom (SET™), D, CD, id, o)

é uma categoria se, somente se, as seguintes condi¢ées sdo
satisfeitas:

(1) Obj (SET _}) sdo funcdes;

(2) Hom (SET _}) sdo pares de funcdes;

(3) D, CD: Hom (SET _}) * Obj (SET )éa operagéo do
par de fun¢ées com dominio D (f) ={’1 J! e 0 codominio CD (f)
=(h.k), de forma que f: (i j) — G"*m;

(4) ©: Hom (SET _})2 * Hom (SET _}) é a composicdo
posi¢
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que ocorre quando os morfismos em Hom (SET ) comutam,

isto ¢, (i.j) © (h.k)= (ioh, jok);

(5) id: Obj (SET ) » Hom (SET ™) é o par (ida, idp)

das fun¢ées identidades.
As proposi¢des a seguir validam a Definicdo 2.3

Proposicdo 2.3 A operacido composicdo é associativa em
SET .

EXERCICIO 2.2 PROVE A PROPOSICAO 2.3
Proposicio 2.4 Em SET ~* vale a identidade.
Demonstragdo:

Dado o diagrama

id A

idg
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podemos definir para o morfismo A 'y B a identidade
id = (idy, idp)

Conforme o diagrama

Fifrﬁl h

A A C
f f g
Ir 3
B idn B k D,
segue

(h.k) o {idy.idg) = (hoids k oidg) = (h.k),

bem como temos

(ida, idg) o (h,k) = (ids oh. idg ok) = (b k) .
O

2.2.3 CATEGORIA DOS CONJUNTOS PARCIALMENTE
ORDENADOS (POSET)
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Definicao 24 (Axiomatica da Catego-
ria dos Conjuntos Parcialmente  Ordenados)
POSET = (Obj (POSET).Hom (POSET).D.CD.id. o)
¢ uma categoria se, somente se, as seguintes condi¢des sao
satisfeitas:

(1) Obj (POSET) sao conjuntos parcialmente ordenados;

(2) Hom (POSET) sao fungdes monotonicas que preservam
certa ordem, ou seja, para conjuntos ordenados A e B em que
a, b A, coma < b, a fungdo f: A +—* B implica f(a) < f
(b) em B;

(3) D, CD: Hom (POSET) * Obj (POSET) ¢ a operagdo
em que dada a fun¢do f: A = B, temos o dominio
A =D e o codominio B = CD;

(4) ©: Hom (POSET)? * Hom (POSET) ¢ a operagdo de
composicao entre fungdes monotdnicas que preservam certa
ordem;

(5) id: Obj (POSET) * Hom (POSET) ¢ a operagao
identidade, segundo a qual ao conjunto A ¢ associado a fun¢ado

identidade id4: A =+ A e ao conjunto B ¢ conferida a fungao
identidade idB: B ==+ B.

As proposi¢des a seguir validam a Definicdo 2.4
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Proposicdo 2.5 A operacido composicdo é associativa em
POSET.

Demonstragdo:

Dadas as fungdes f- 4 +—* B, g Bt—"*Ceh: C +——*
D, coma, b 4:

I.Paraa = b é possivel exprimir f (a) < f(b), uma vez

que f'¢ monotdnica em B;

2. Dado fla) = f(b), temos g (f(@)) = g(f(b), j& que g &

monotonica em C;

3. Como g (f(a)) < g(f(b)), podemos escrever & (g(f(a)))
< b (g (f(b))), pois h ¢ monotonica em D;

4. Logo, se a < bem 4, entio h (g(f(a)) < h (g (f(b)

em D.
Por outro lado,

1.Sea = b, entdo f'(a) > f(b), uma vez que f ¢ monotonica
em B;

2. Dado que f{a) > f(b), podemos escrever a equagdo ante-
rior como g (f(a)) = g(f(b)), pois g € monotonica em C;
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3. Como g (f(a)) g(f(b)) segue h (g(f(a))) g (g (f(b))),

pois h é monotoénica em D;

4. Portanto, se a ~bem A, entdo h (g(f(a)) = (g (f(b)))
em D.

<

Sea = bea b entdo a = b em A. Conforme os passos
1-4, segue h @F@)= k(g (f(B) e h (g(f(@)
> h (g (f(b))) em D. Dado o exposto, podemos concluir que o
seguinte diagrama comuta

A B

gof: hog

™ =

h

isto é, (hCg) ©f=h C (g f).
o

Proposicao 2.6 Em POSET vale a identidade.

EXERCICIO 2.3 PROVE A PROPOSICAO 2.6
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2.2.4 CATEGORIA DOS MONOIDES (MON)
Definicio 2.5 (Monéide) A matriz (M. @, €) & um mondide,
na qual:

(1) M, ®) 6 um semi-grupo em que M é um conjunto, nio
vazio, denominado “conjunto suporte”, e B:AXA+—A ¢
uma operacdo bindria associativa, definida em M, de forma

que para quaisquer g, b, ¢ & A subsista a igualdade

a®(b®c)=(a®b)dc;

(2) Dizemos que e M é um elemento neutro da opera¢io ©®

se, somente se, para qualquer a M, temos

afbe=eba=ua.

Em um mondide a operagdo bindria nio é necessariamente
comutativa, ja que pode existir a, b M, tais que @ &b # b ®a.
Um mondide é denominado abeliano quando possui operacio
comutativa.

Exemplo:

Sdo mondides abelianos os semi-grupos aditivo (N, +) e
multiplicativo (N.-) com os elementos neutros o e 1, ja que
as operacées de adicio e de multiplicacdo em IN (conjunto dos
numeros naturais) sido associativas e comutativas. Por isso,

siao monéides (N; +,0) e (N, 1).
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Definicido 2.6 (Homomorfismo entre Monéides) Se-
jam (M, ®,a)e (N.>,e) dois monéides. O homomorfismo
f(@®): (M. ®.a) — (N.>.€) de M em N é toda funcio
f(@): M+ N, tal que preserva as operagdes e os elemen-
tos identificados. Quaisquer que sejam os elementos m e n
do conjunto M e seus elementos neutros, denominados a e e,
seguem as igualdades:

(m,n) - mdn
f fod=rof f
(f(m), fln)) - flm (D&) flm)e f(n)

fl®): (M, ®,e) —— (N,i>,d)

flm@n) = f(m)e fn)
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A composicio de homomorfismos f © @ =P o f equivale a

f( [:D)) = > (f). Ao atribuirmos m e n A expressdo anterior, te-
mos (P (m,n))= & (f(m,n)). Ou s€ja, (D (m,n))=
B> (f(m), f(n)) que equivale a fim©Tn) = A(im) > f(n). O

Exemplo:

Dados os monéides (Z+.,+.0}) e (A, %, 1) temos o con-
juntoA = {2" | n € Z} A funcio [ : Zi —— A definida por
f(x) = 2x, é um homomorfismo de (Z+. +.0)em (A, %, 1) para
quaisquer que sejam os inteiros positivos a e b:

1. Para os elementos neutros o e 1, obtemos:

f(o) =20 =1;

2. Para quaisquer que sejam os inteiros positivos a e b do

conjunto Zy em f(a +b) = 29+b, segue:
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f(a+b)=2%b=22%2b=Ff(a)* f(b)

Definicdo 2.7 (Axiomatica da Categoria dos Mondi-
des) MON = (Obj (MON), Hom (MON), D, CD, id, o)

é uma categoria se, somente se, as seguintes condi¢ées sio
satisfeitas:

(1) Obj (MON) sio monoéides na forma (M, @, e),

(2) Hom (MON) sio homomorfismos entre monéides do
tipo 1 : (M, ®, e) — (N>, d), tal que h: M * N preser-
ve as estruturas;

(3) D, CD: Hom (MON) * Obj (MON) é uma operacio
em que dada f: M * N, temos o dominio D (f) = {M, D, e)

e o codominio CD (f) = (N.p, d), de forma que f:
(M, ®, e) — (N>, d).

(4) ©: Hom (MON —* MON)2 * Hom (MON — MON)

é a composi¢io de homomorfismos;

(5) id: Obj (MON) * Hom (MON) é a operacio identida-
de entre homomorfismos, segundo a qual ao conjunto M é as-
sociado aidentidade idv : (M. @, e} — (M. @, €) eao con-
junto N éindicadaaidentidade @ : (N, d) — (N1, d).

As proposi¢des a seguir validam a Definicdo 2.7
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Proposicdo 2.7 A operagdo composicdo é associativa em
MON.

Exercicio 2.4 Prove a Proposicao 2.7

Proposicdo 2.8 Em MON vale a identidade.

DEMONSTRACAO:

Para quaisquer dos homomorfismos entre mondides f: M
=" N, sendoaM e dado e N, tal que f(a) = e, temos:

(f ©idM)(a) = f(idM (a)) = f(a) = e = idN (e) = idN (f(e)) =
(idN © f)(a) .

2.2.5 CATEGORIA DOS GRUPOS (GRU)
Definicido 2.8 (Grupo) A estrutura (G,©, e, ') ¢ um

grupo no qual:

(1) (G.©) ¢ um semi-grupo em que G é um conjunto, nio
vazio, denominado “conjunto suporte”, e G AX A+ A &
uma operagdo binaria associativa, definida em G, tal que para
quaisquer a, b, ¢ € A temos

ac(bac)=(acb)oe ;
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(2) Dizemos que e G é um elemento neutro da operacio o
se, e somente se, para qualquer a G, temos

atie=ead=a,

() O elemento e G admite um elemento inverso (Gnico)

@ € Gse, somente se, paraa G, segue
aca!'=a'ca=e.

No item 3 da definicdo acima o inverso é sempre unico. E

facil perceber isso, supondo a’ e a” dois inversos de a, entio
d'caod)=(d"ca)od =ecd =d O

Exemplo:

Sado grupos abelianos os semi-grupos aditivo (R.+) Re
multiplicativo f R.*) com elementos neutros o e 1 e elementos
inversos —ae @ de R (conjunto de ntimeros reais), de forma
que a o, j4 que as operac¢des de adicido e de multiplicacio
em [H-, numeros reais, san ﬂccnflintivas e comutativas. Logo,

sa0 grupos (R, +,—a) e <[H" " cT>.

Definicio 2.9 (Homomorfismo entre Grupos) Sejam
<Gwa ‘31_[,>e {H1D'w d1_l,> dois erupos. O homomorfis-
mo &(0): (G0, e, ) = (He, d,7 ) 4e G em H é toda
funcdo § (©):G~—H que preserva as opera¢des e os ele-

mentos identificados. Ou seja, para a e b no conjunto G, os
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seguintes diagramas comutam:

(a,b) . aob
(g(a),g(b)) 5 glach) =gla)og(b)
g(©):(G,0,e) —— (H,o.d)
glach)=gla)og(b)

{*}
d e
G - H
g:{e} —— {d}
fle)=d
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A
g
/ o
a
gla')=glgla))
Sabemos que 4 Oa ' =ee que a'Ca=e Ao aplicar-

mos a fun¢io g aos membros: se glasal) g[e), entido

gla)ogla)=gla")ogla)=gle) =d. Pela unicidade do
~1 -1

inverso, obtemos &(@ )=1(gla))". O

Exemplo de Homomorfismo entre Grupos:

Defini¢do 2.10 (Algebra de Boole) Uma Algebra de Bo-
ole # é uma estrutura do tipo # = (B, L, M, —, 0, 1} na
qual:

(1) B é um conjunto nio-vazio;

(2) L, I'l sao duas operacées binarias sobre B;

(3) — é um operador unério sobre B;
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(4) o e 1 s30 dois elementos distintos de B;
Para quaisquer x, y, 2,0 e1pertencentesa B,valeo seguinte:

(Ax# 1) x[y = y[x (Comutatividade);

(Ax#2) xLly = yLIx (Comutatividade);

(Axz3) x[MN(yLUz) = x[My) U (x[2) (Distributiva);
(Axz g) x L (y[Mz) = (xUy) M (xLz) (Distributiva);
(Ax#5) xLlo = o Llx = x (Identidade);

(Ax#6) x[ 1 = 1 x = x (Identidade);

(Ax#7) x['1 - x = 0 (Complementariedade);

(Ax# 8) x| — x = 1 (Comutatividade);

Teorema 2.1 (Principio da Dualidade) Todo resultado
dedutivel dos axiomas da 4lgebra de Boole permanece vélido

se nele trocamos LI por e o por 1, e vice-versa.
Demonstragdo:

Ao tomarmos Ll e [l como operacées binarias, — como
um elemento inverso e o e 1 como elementos neutros, pode-
mos definir as estruturas booleanos (B, —.0) e (C.LI, —. 1)
como grupos. Portanto, se 0 homomorfismo f: BF—*C pre-
serva as operagdes binarias e os elementos inversos e neutros,
entdo para quaisquer que sejam os elementos a e b do conjun-
to B sdo vélidas as igualdades:
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1

Essa caracteristica homomorfica da algebra booleana cor-
responde ao teorema da dualidade. Segundo este teorema,
todo resultado dedutivel dos axiomas de uma algebra de Bo-
ole permanece valido se nele trocarmos LI por [ 1 eopor1,e
vice-versa, pois pela simetria da defini¢do de uma élgebra de
Boole entre os operadores [ | e LI os elementos o e 1, tanto
esses como aqueles podem ser intercambiados, conduzindo
outros resultados também verdadeiros.

Definicdo 2.11 (Axiomatica da Categoria dos Grupos)
GRU = (Obj (GRU), Hom (GRU), D, CD, id, o} ¢ yma ca-

tegoria se, somente se, as seguintes condi¢des sio satisfeitas:
(1) Obj (GRU) sédo grupos;

(2) Hom (GRU) sédo homomorlﬁsmos entre grupos do tipo
h:(G.e, e )~ (Hpbd ") tal que a funcio h: G

* H preserve as estruturas;

(3) C, CD: Hom (GRU) » Obj (GRU) séo tais que f: G
» H com D (f)= (G, 5, e, ! ), CD ()= (H,&, d=")
e f GO e VY~ (Hp, d")

I’
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(4) ©: Hom (GRU —* GRU)2 * Hom (GRU —* GRU) é a
operacio de composi¢io de homomorfismos;

(5) id: Obj (GRU) » Hom (GRU) é a operagéo identidade
entre homomorfismos, segundo a qual ao conjunto G é asso-
ciado a identidade idG: {G,©, e,”!) y (G, e, 1)

e ao conjunto H ¢é indicada a identidade
idyy (:H,D', d,_l ) > <H1D‘1 d1_l )

As proposi¢des a seguir validam a Defini¢do 2.11

Proposicdo 2.9 A operacdo composicdo é associativa em
GRU.

Demonstragdo:

O seguinte diagrama
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-1
indica os homomorfismos entre os grupos M, @, a” ")

(N, oy e, (GG, 0.7 o (HL o w7, Os ho-

momorfismos sio:

1. Sem,n M, tal que f: M +——+ N, entdo ha o homomorfismo

flm@n) = f(m)e f(n), fla)=e, e flm")=f(fm))"

)

2. Se pn.a N. dado o: N +——G. temos o holmomorﬁsmo l
glprg)=g(p) © glglegle)=o0, e g(p') =glg(p))”
3. Como 7,5 G, e h: G =——+H, obtemos o homomorfismo

hir@s) = h(r) ¢ his)eh(o) =u, e h(r=') = h(h(r))"

)

4.Semn M, e g © f: M +——G, logo temos o homomor-
fismo 8§°f(m®n)=gof(m) ©gof(n)egofla)=o0 ¢
gof(m')= gof(go flm))=1L

5.Sep,q N, e temos h © g: N +——* H, entdo ocorre o homo-
morfismo 1 °&(P >q) = h og(p)ohoglg),hogle) =u e
hog(p™') = hog(hog(m))™,

6. Como mn M, e (heg)of =ho(gof): M+ H
segue ho(gof) (m@n)=ho(gof)(m) o ho(gof)n)

e, consequentemente, ho(go f)la)=u e
ho(gof)(m™ ') =ho(gof)lho (gof][m]]_l;
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O elemento neutro do grupo (M, @&, a”") pode ser es-
t=m'® m=a. po plicarmos a

funcido f a todos os membros da equagio anterior, obtemos
fma m™1)

crito na forma M & m

f(“j-, Seja f(a) = e, segundo o passo 1, temos

fmom™') =e Mas, pelo passo 5, se 1°8(€) =u  entao
hog(fim® m™')) = (hog)ofm® m™"))= y. Como u = hO (g
of)em © m-1, segue u=ho(g

of)(m D m-a). Logo, a propriedade associativa ocorre, pois
(hog)of (m D m-1) =u=ho (gof)(m D m-1).
0]

Proposicdo 2.10 Em GRU vale a identidade.

Demonstragdo:

Para qualquer um dos homomorfismos entre os grupos f:
M F—*N, tal que a M e parae N, como f(m 55 m-1)

= f(a) = e, temos:

(f © idM)(a) = f(idM (a)) = f(a) = e = idN(e) = idN(f(e)) =
(idN © f)(a)

2.3 ALGUMAS ESTRUTURAS CATEGORICAS

2.3.1 MONOMORFISMO, EPIMORFISMO E
ISOMORFISMO
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A seguir sdo analisadas as estruturas categdricas monomor-
fismo, epimorfismo e isomorfismo. Motivamos os nossos
estudos sob as seguintes defini¢ées da teoria dos conjuntos:
1. funcio injetora — conceito generalizado pela no¢do de mo-
nomorfismo; 2. funcido sobrejetora — definicdo generalizada
pela nogdo de epimorfismo; e 3. func¢io bijetora — generaliza-
da pela nocdo de isomorfismo.

2.3.1.1 MONOMORFISMO

Motiva¢des em SET:

Definicdo 2.11 (Funcio Injetiva) Uma funcio f: A ==
B é injetiva se, somente se, para todo {x1, x2} A temos: se f(x1)+
f(x2), entdo x1 + x2. Mas, se para todo {x1, x2} A ocorre f(x1) =
f(x2), uma vez que x1 = x2.

Proposicao 2.10 Uma funcio f: A +——* B é injetiva se, so-
mente se, para todo par de “fun¢des paralelas” g, h: C == A,
fCOg=[f0h, temos g = h (uma funcio f é injetiva se houver
cancelamento a esquerda).

Demonstragdo:

Sejam os diagramas
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C

e f: A=+ Buma funcio injetiva. As fun¢ées g, h: C —
Asdotaisque fO g= f ©h. Vamos provar que g = h.

Se x C e ambas as func¢des g e h tém dominio em C, entdo f
C g=f© h. Por conseguinte, (f 2 g)(x) = f(g(x)) = f(h(x)). Como
f é injetiva g(x) = h(x), g =h.

Por outro lado, vamos provar que para {x1, x2} A, se temos
f(x1) = f(x2), entdo x1 =x2.

Definirmos g, h de um conjunto C = { *}, tal que gh: {*}
——= A. Vamos agora supor que f e g convertem os elemen-
tos de C em x1 e x2, de forma que g(* ) =x1 e h(*) = x2.

A hipétese f(x1) = f(x2) pode ser escrita na forma f(g(*))
= f(h(*)). Dessa expressio, obtemosf C g(*)=fC h(*)e f
Cg=fOh.

Pela hipétese da proposi¢ao, concluimos que g = h. Logo, g(
#)=h(*),isto é, x1 = x2.

O

Definicdo 2.13 (Monomorfismo) Um morfismo f: A

* B em categoria qualquer ¢ ¢ um monomorfismo se
para todo par de “morfismos paralelos” g,h: C —= A tal que
f© g=f0 gimplicag=h (f cancelavel a esquerda). Notacio: f:

46



A=—B.

Exemplo em SET:

. . . N
Na categoria dos ntumeros naturais SET™ os morfismos
sdo monomorfismos, pois se m + n =m + p, entdo n = p (m

cancelavel a esquerda).

2.3.1.2 EPIMORFISMO
Motiva¢oes em SET:

Definicido 2.14 (Funcio Sobrejetiva) Uma funcio f: A
F—* B é sobrejetiva se, somente se, Im (f) = CD (f), isto é,
para todo y B, entio existe x A tal que f(x) = y.

Proposic¢io 2.12 Uma funcdo f: A ' B é sobrejetiva se,
somente se, para todo par de “fun¢des paralelas” do tipo g,h:
B——=C talquef O g=f0 gimplica g =h (uma funcio f é
sobrejetiva se houver cancelamento a direita).

Demonstragdo:

Sejam os diagramas
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, isto &, A—L .p

ffAt—*Begh:B ——= (Csio funcées que comutam g &
f=h ©f. Queremos provar que g = h, isto é, para todo x B, g(x)
=h(x).

Se x B e f é sobrejetiva, entdo existe z A, tal que f(z) = x.
Logo, escrevemos g(x) =g (f(z)) = (g © f)(z). Mas, por hipétese,
g©°f) (@) =(hof)(z)= h(f(z)=h(x).

Por outro lado, como x A e y B, tais que f(x) = y, devemos
provar que se g=h,entiog O f=h0Cf.

Definimos g, h para certo conjunto C = { * }, de forma que
g,h: B> {*}. Vamos supor que f e g convertem os elemen-
tos de Bem *1 e *2,1ogo temos:

f(x) =y;
2 st | £0)°7

Se g = h ocorre, entdo *1 = *2. Por conseguinte, a hipote-
se anterior pode ser escrita na forma g(y) = h(y), ou seja, se
g(f(x)) = h(f(x)), entdo (g ©f) (x) = (h © f) (x). Pela hipétese da

proposicido, concluimos que g © f=h O f.

O

48



Definicao 2.15 (Epimorfismo) Um morfismof:A +—"B
em categoria qualquer % ¢um epimorfismo se para todo par
de “morfismos paralelos” do tipo g,h: B—— C, implicag=h
(f canceléavel a direita). Denotacio: f: A——= B.

Exemplo em SET:

Na categoria dos nimeros naturais SET™ os morfismos
sdo epimorfismos, pois comon +m=p +m, entdon =p (m

cancelavel a direita).

2.3.1.3 ISOMORFISMO
Motivacdo em SET:

Defini¢io 2.16 (Funcio Bijetiva) Uma funcio : A+

B é bijetiva se, somente se, verificamos:
(1) se para todoy B, entdo existe x A tal que f(x) = y;
(2) se f(x1) # f(x2), entdo x1 # x2 para todo {x1, x2} A.

Proposic¢do 2.13 Uma fungio f: A 7 B é bijetiva se, so-
mente se, existeg: B~ Atalquef 2 g=idBeg © f=idA.

Demonstragdo:

Sejam os diagramas
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id id

£ 4
idy idp
A B
gof=idy fog=idg.
Como f: A =" B é bijetiva, temos:

1. como f é uma fungio, para todo x A e existe um dnico y

B, temos f(x) = y;

2. como f é bijetiva, todo y B e existe (pois é sobrejetiva) um
unico (pois é injetiva) x A tal que g(y) = x. Logo, g(y) = x se,
e somente se f(x) = y.

Sey B, (f ©g)(y) = f(g(y))=f(x) =y = idB(y), entdo f © g = idB.
Do mesmo modo, (g © f) (x) =g (f (x)) =g(y) = x = idA. Portan-
to, g © f=idA.

Lema 2.1 (Unicidade de g) g = g, se, e somente se, g’
(uma funcio inversa) satisfaz as seguintes propriedades: (1)
g of=idAe (2) fO g’ =idB.

Demonstragdo:

Para qualquer y B, com y = f(x), segue g'(y) = g'(f(x)) = (g’ ©
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f) (x) = idA (x) = x. Além do mais, se g(y) =g(f(x))=(g 2 f) (x)
=idA (x) = x, entdo g=g". Ou seja, temos g’ =idA O g'=(g © f)
Cg'=g0 (fog)=g0idB=g Sendo g’ unica, g’ é chamada
“inversa de f” e é denota por f -1. Logo, f —1 satisfaz f-1 O f =
idAefCf -1 =idB.

O

Por outro lado, devemos provar que f é bijetiva, ou seja,

que f é monomorfismo e epimorfismo.

1. f é monomorfismo se, somente se, dado f O g=f © h,
temos g = h. Compondo f -1 a ambos os membros, temos a
equagdof-1 0 (f© g)=f-1 0 (f O h). Pela associatividade, (f
-10 f) O g = (f-1 ©f) Oh. J4 pela identidade, segue idA Og =
idA Gh. Com isso, concluimos que g = h.

2. f é epimorfismo se, somente se, dadog © f=h C f, temos
g=h. Compondo f -1 a ambos os membros, obtemos (g @f) @
f-1=(h ©f) © f-1. Pela associatividade, temos  g@ (fC f
-1)=h C (f @ f-1). Jd pelaidentidade, segue g © idB =h © idB.

Dado o exposto, concluimos que g = h.

Conforme os passos 1 e 2, provamos que f é bijetiva.

O

Definicdo 2.17 (Defini¢io de Isomorfismo) Um morfis-

mo f: A * B em uma categoria qualquer €’ é um isomor-
fismo se existe um morfismo f-1: B rAtalquef-190 f=

idAef @ f-1=idB. Notagdes: f:A= Bou f: A>——*B.
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Exemplo em SET:

Na categoria dos nimeros naturais SET}' os morfismos
sdo monomorfismos e epimorfismos. Nessa categoria, param
+n=0,isto é, m & n= N haum inverso param, por definicio
n. Como m e n apenas admitem ntimeros naturais, entdom=n
= 0. Logo, o morfismo o: N —* N ¢ o tinico isomorfismo na

categoria SET}' .
Exemplo em POSET:

Em uma POSET, se o seu morfismo f: p =g admite o inver-
sof-1:q—*p,entiop = geq ™= p, isto é, pela antissimetria, te-
mos p = q. No entanto, sendo f tnico, temos idp: p —* p. Aqui,
todo morfismo é monomdrficos e epimorficos, mas apenas os

morfismos identidades s3o isomérficos.

2.3.2 OBJETO INICIAL E OBJETO TERMINAL

Nesta subse¢do vamos estudar as construg¢des categoricas de
objeto inicial e objeto terminal. Motivamos as demonstra¢des
das proposi¢ées sugeridas nas seguintes noc¢bes da teoria
dos conjuntos: 1. conjunto vazio — conceito generalizado pela
definicdo categérica de objeto inicial; e 2. conjunto unitdrio
- conceito generalizado pela definicdo categérica de objeto

terminal.
Definicdo 2.18 (Objeto Inicial) Seja o um objeto inicial
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de uma categoria qualquer (3 para um unico objeto a Obj @

) existe um tinico morfismo denotado lo: o Fa.
Motivacdo em SET:

Proposicao 2.14 A é objeto inicial em SET se, somente se,

A=0

Exercicio 2.5 Prove a Proposicao 2.14
Exemplo em Algebra de Boole:

Definicao 2.19 Seja A um conjunto ndo vazio. Uma pré-or-
dem em A é uma relacio biniria = definida em A que satisfaz

as seguintes condi¢des:
(1) < ¢ reflexiva, isto é, p < p, paratodop A;

(2) < ¢ transitiva, isto é, se p = qeq < r, entdo p =7 , para
todo {p, q, r} A.

Na pré-ordem (A, <), um objeto inicial é um elemento o0 A
com o =x para todo x A. O objeto inicial equivale na algebra
de Boole % a0 minimum, no qual para todo x em B, temos o
=x.

Na élgebra de Boole o minimum é teorema. Podemos prova
-lo da seguinte forma: se x e y sdo elementos de uma éalgebra

de Boole, dizemos que x = y se, somente se, xy=y.
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Como, pelo Axz 5,sevalex [ 1o =0, entioo < x ocorre.

O

Definicio 2.20 (Objeto Terminal) Seja 1 um objeto ter-
minal de uma categoria qualquer v, para um Unico objeto a
Obj (c@d) existe um Unico morfismo do tipo /1: a 1.

Motiva¢oes em SET:

Proposicao 2.15 A é objeto terminal em SET se, somente

se, A é um conjunto unitério, isto é, A = { ¥ }.
Demonstragdo:

Seja A = {*} e B um conjunto qualquer, consideremos os

seguintes casos:

B @, entdo existe uma unica funciof: Bt—* Aqueéa

funcio vazia;

B # @, entio existe uma tnica funcao f: B {*1 isto é,a
funcio constante f(z) = * para todo z B.

Por outro lado, tratemos dos seguintes casos:
Se A=0, entdo A s6 admite uma fungio com dominio

vazio. Nesse caso, essa funcdo seria @: @ —— @. ¢, assim, 4
nao seria objeto terminal,
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Por outro lado, se existem x, y 4, tal que x # y, presumimos
que dado qualquer conjunto B # @, podemos definir, pelo
menos, duas fungdes distintas f, g: B =" A. Logo, A4 ndo seria
objeto terminal.

Conforme o exposto, A é um conjunto unitario e, portanto,

um objeto terminal.

O
Exemplo em Algebra de Boole:

Na pré-ordem (A, 5), um objeto terminal ¢ um elemento /
A que satisfaz x =1 para todo x 4. O objeto terminal
equivale na algebra de Boole A a0 maximum, no qual para
todo x em B, temos x = 1.

Na élgebra de Boole o maximum ¢ teorema. Podemos pro-
va-lo da seguinte forma: se x e y sdo elementos de uma algebra
de Boole, dizemos que x =y se, somente se, x4 y
=y. Como, pelo Axz 6, valex L1 =1, seguex=1. U

2.3.3 PRODUTO E COPRODUTO

Nesta subsecdo introduzimos os conceitos de produto e co-
produto. Motivamos as demonstra¢ées das proposi¢des suge-
ridas nas seguintes nog¢des da teoria dos conjuntos: 1. produto
cartesiano (A X B) — conceito generalizado pela nocio de pro-
duto; e 2. unido disjuntiva (A + B) — conceito generalizado pela

nocao de coproduto.
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2.3.3.1 PRODUTO
Construc¢ido em SET:

Definicdo 2.21 (Produto Cartesiano) Dados dois con-

juntos A e B. o nroduto cartesiano de A e B é definido como
Ax B={(x,y)| x€ Ae y€ B}.

Proposic¢ido 2.16 No produto cartesiano A % B as proje-
¢6es pA:A XBr——>rAe pb: A X B +——> B fatoraram
o par de fungdes f: C +——+ Aeg: C +——+ B. Aprojecio  p:C

+—+A X B existe e é nica, tal que o diagrama

c
|
I
I
P
I
¥

X

A Ax B B

Pa P

comuta, isto é,f=pAC peg=pB 2 p.

Demonstragdo:

As fungdes pA e pB que permitem a fatoracio indicada sdo
projec¢des do tipo:

AXBrH— A g AX B—— B
Pa P
(x,¥) = x (x,y) = y.
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Vamos demonstrar que pA e pB tém a propriedade da fato-
racdo. As fung¢des f: C +——+Aeg: C +——+ B podem ser
fatoradas através de pA e pB mediante uma tnica projecio p.

Definidas f: C +—*Aeg: C +——* B, segue:

1. Existéncia da projecio p;
Nhanvrrada A AsvrnantA .
piCr AN Ptemos:
x = (f(x), g(x)).

Dado (pA © p)(x) = pAlp(x))=pA(f(x), g (x)) = f (x), para todo
x de C, temos o seguinte pA © p = f. A fungio p, tal como defi-
nida, permite a fatora¢io desejada.

2. Unicidade da projecio p.

Supondo outra func¢do gq: C H—*A X B que faz comutar o

diagrama. Vamos provar que g = p, isto é, para todo x de C,

p(x):n/y) femane
g:Cr——=AxB

X (g1 (x), g2(x)).

Se o diagrama acima comuta, podemos escrever
(q1(x)) = pA(q1(x), q2(x)) = pA (q(x)) = (bA © q)(x) = f(x). Por
outro lado, (q2(x)) = pB(g1(x), g2(x)) = pB (q(x)) = (pB © q)(x) =
g(x). Por conseguinte, q(x) = (q1(x), q2(x)) = (f(x), g(x)) = p(x).
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Portanto, a funcio p: C +—*A X Bexiste e é tnica no

produto cartesiano A X B.

u

Definicio 2.22 (Produto) Seja 6 uma categoria qual-
quer ea, b e c objetos de Obﬂ%))., um produto de a e b é um ob-
jeto em % denotado a X b, o qual admite dois morfismos do

tipo pa:a Xb——+raepb:a X b »b, tais que para qualquer

¢,dadof:c rae gc *b, existe um Uinico morfismo
p:c *a * b que comuta o diagrama
[
|
] |
I : » 4
|
¥
a — axbhb o b,

istoé,f=pa Opeg=pa Cp.

Proposicao 2.17 Seja D um conjunto para o qual existe a
funcdo p: D = Aea funcdo g: D =+ B que satisfazem a
propriedade de fatoracdo, dizemos D e A X B como isomérfi-
cos, de forma que denotamos D = A X B,

Demonstragdo:

Consideremos o seguinte diagrama
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N
/ |

|
¥
A= Ax B
|
|
|
|
|

P 4

\ hm%

O diagrama acima é ajustaposi¢io dos seguintes diagramas:

Pa Pe

AxB B.
/ lp\ \ "DM’
~  AxXxB—F——=
(I) (I1)

1. (I) é consequéncia de supor A X B como o produto de A

e B;

2. (IT) é consequéncia de supor D como o produto de A e B,

considerando A X B como um dominio qualquer.

Comop X qepA X pB sdo tnicas, a composta (pA * pB)

C (p X q) é também tunica e vai de D em D e, assim, coincide
com idD. Portanto, (pA X pB)
O (p X q)=idD.
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Analogamente, (p X q) © (pA X pB) = idAX B =idD. Por
conseguinte, p *q:D ¥—r A XBéum isomorfis-

mo. Ao final, concluimos D = A XB.

o
Exemplo em Algebra de Boole:

Definicao 2.23 Seja A um conjunto nio vazio, uma ordem
parcial em A é uma relacio bindria = definida em A, que sa-
tisfaz as seguintes condi¢des:

(1) =éreflexiva, isto é,p = p, para todo p A;

(2) <é transitiva, isto é,sep = ge q = r, entdop = r, para
todo p, g, T 4A;

®3) < é antissimétrica, isto é,ses =t e s = t, entdo s = t,

para todo s, t A.

Proposicao 2.18 O produto p X g coincide com o infimo p
['1g quando tomamos (A, <) tal que p A, uma ordem parcial,
como um POSET.

EXERCICIO 2.6 PROVE A PROPOSICAO 2.18
2.3.3.2 COPRODUTO
Definicio 2.24 (Coproduto) Seja % uma categoria qual-

quer e a, b e c objetos de Obj ( (i"f)), um coprodutodeae

60



b é um objeto em % denotado a+ b, com dois morfismos do
tipoia:a+b rAeib:a+b * b, tais que para qualquerc,

dado  fia —*ceg: b — 7, existe um tinico morfismo g:
a+b * ¢ que comuta o diagrama
1 th
a * a+b b
[
I
I g
f | 8
I
¥
C

istoé,f=q Ciaeg=q Cib.
Motiva¢do em SET:

Definicido 2.25 (Unido Disjunta) Dados dois conjuntos A
e B, a unido disjunta de A e B é definida como

A+B={(x1)|xcA U (»0)|ye B}

Proposicao 2.19 Seja A e B dois conjuntos quaisquet, o co-
produto de A e Bem SET é a unido disjunta de A e B, isto é, A
+B.

Exercicio 2.7 Provar a Proposicao 2.19

Exemplo em Algebra de Boole:
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Proposicao 2.20 A nogdo de coproduto p + g coincide com
o supremo p Ll g quando tomamos (A, < >., tal quep, g A, uma

ordem parcial, como um POSET.
Demonstragdo:

O supremo é uma nog¢io de ordem. Observados os dois ele-
mentos p e g, denotamos o supremo de p e q como p Llq =

sup{p, q}.
Temos p + g como coproduto de p e g se existe um morfis-

mo m: q *p + g e um monomorfismo n: p *p +q, tais
que parai:p reej:q » e existe um Gnico morfismo h:
p+q * e; e o diagrama a seguir comuta
ni n
p pPt+q q
I
I
. ' .
i I J
I
¥
€.

Em POSET, temos os morfismos: m:p=p+q; n:q=p+
Ghp+qSeip< e j:q= e Osmorfismosm en podem ser
escritos na formam: (p+q) U p= p+ge n+qUg=p
+ . Ao acrescentarmos o termo ‘Ll q’ a ambos os membros da
expressio anterior, obtemos: dado (p +g L p) Ll g=(p+ q) LU
g,eaofinal (p+q) L (pU ) = (p + g) Lg. O @ltimo membro

dessa equacio equivale a expressio anterior de n, logo: (p + g)
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P ““f“ q
I

Pos |
¥
pUg

observamos o morfismo I: e <p Ll 4. Pela transitiva dele A,
temos p + g < p L q (2). Portanto, conforme as equagdes (1) e

(2) dizemos quep + g é o supremodepeq,istoé,p+q=p U q.
o

2.3.4 EQUALIZADORES
Motivacdo em SET:

Para um par de funcées f, g: A ——< Bem SET, podemos
admitir D como um subconjunto de A, talqueD={x | x A
e f(x) =g(x)}. Afuncio injetiva i:D=—A
é chamada de equalizador de fe g, de modo que f Ci=g ©i.

Se h: C — A é algum outro tipo de equalizador de fe g,
entdo fCh= g © h. Em gréfico, temos:
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como h que “fatora” unicamente i: D —— A, e a funcéo k:
C —=Atal que i%k=h.

Definicio 2.26 (Equalizador) Seja ¢ uma catego-
ria qualquer e i, f, g morfismos de Hom ( (@(J), o morfismo i: e
— a é um equalizador dos morfismos f, g:a — b em

e . . .
% se, somente se, satisfaz as seguintes propriedades:

(1) comuta o seguinte diagrama
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istoé,gC i=f0i;

(2) garante a existéncia de um tnico morfismo k: ¢ —
e, talquei Ok =h.

Exemplo:

Sejamfg: R +— R as funcoes /(%)) = 2+ g((x )
= 1, tais que para todo (x.v) € R2. Isto é,
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R B.

Temos (%) 2 = g((—x‘ ¥) @i de forma que i(f( () = i(g(
(x, v)). Se g( (5, 7)) = 1, entdo i(z) = i(A(% ¥)). Ao
supormos i(x) = x como uma fun¢do constante, podemos es-
crever x2+y2 = 1.

Portanto, o objeto resultante do equalizador de fe g é o
subconjunto de R? que constitui a circunferéncia de raio 1, ou

o . : 2
seja, é o conjunto de todos os pares (X, V) € R".
. . 7
Proposicdo 2.21 Para uma categoria qualquer & , sei:e
— g é um equalizador de f, g:a — b, entdo 7 é um
monomorfismo.

Demonstragdo:
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Devemos provar que sei © u=1i © v, entdo u =v. Dado o

diagrama

a
i &
i
a . b,
I
emu,v:c — e, temosi @ u=1 2 v. Existe um tinico k: c
— edeformaque i©v=i0® k.Pelaunicidade dek, se-

guev =k e, consequentemente, por uma andlise semelhante, k

=u. Logo, u = v, o que implica 1’ como monomorfismo.

u

e
Proposicao 2.22 Para uma categoria qualquer 9 , todo

equalizador que seja epimorfismo é um isomorfismo.
Exercicio 2.8 Prove a Proposicio 2.22
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2.3.5 Coequalizadores

Definicdo 2.27 (Coequalizadores) Seja % uma catego-
ria qualquer e g, fe g morfismos de Hom ((ﬁ), omorfismoi:e
* a é um coequalizador dos morfismosf, g: a Yhem 6

se, somente se, satisfaz as seguintes propriedades:

(1) comuta o seguinte diagrama
g

o

ouseja,q 2 f=q2g;

(2) garante a existéncia de um tGnico morfismo h: d " e,
talqueh © g=p.

Proposicdo 2.23 Em € seh:b * d é um coequalizador
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def,g:a * b, entdo h é um epimorfismo.
Demonstragdo:

Vamos provar o seguinte: seu ©h=v Oh, entdo u=v. Dado

o diagrama a seguir

i

€,

temos u,v: d * e, tal que u ©h = v Oh. Existe um tnico
k:d * edemodoque v @=k © h. Segundo a unicidade
de h,v =k ek =u. Logo, u =v, o que implica afirmar que h é

epimorfismo.
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O

Exemplo em SET:

Em SET, uma rela¢io de equivaléncia traduz bem o “fun-

cionamento” de um coequalizador. Vejamos.

Definicio 2.28 (Relacido de Equivaléncia) Uma relacio
R num conjunto A é um subconjunto R de A X A. Uma relagio
R é chamada rela¢io de equivaléncia, se e somente se, satisfaz
as seguintes condi¢des:

(1) Para todo x A, (x, x) R;

(2) Separatodox, y A, (x, y) R, entdo (y, x) R;

(3) Separatodox,y,z A, (x,y) Re(y, z) R, entdo (x, z) R.

R é uma relacio de equivaléncia se, somente se, for reflexi-

va, simétrica e transitiva.
Se R é uma relacdo de equivaléncia em A, entdo a classe de

equivaléncia de qualquer elemento x A, representada por [x],

é o conjunto de elementos com os quais x estd em relacio:
[x]={y | (x,y) R}, ouseja, [x] = {y | xRy }.
Por intemédio da relacdo R, podemos construir o conjunto
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quociente A/R que é a cole¢io de todas as classes de equiva-

léncia quando x percorre A:
A/R={[x] | xA}.
O conjunto quociente possui as seguintes propriedades:

Teorema 2.2 Seja R uma relacdo de equivaléncia em A e [x]

a classe de equivaléncia de x A, entio:
(1) x A para todo [x] A;
(2) [x] = [y] se, somente se, (X ¥)R, ou seja, xRy;

(3) Se [x] = [yl], entdo [x] e [y] sdo disjuntas, isto &, [x] [y] =
a.

Exercicio 2.9 Prove o Teorema 2.2

As classes de equivaléncia formam uma parti¢do disjunta
do conjunto A, de forma que ao conjunto quociente A/R estd
associado a seguinte funcio: fR: A +——r A/R, dada por fR(x) =
[x], para todo x A. E perceptivel que fR é sempre sobrejetiva.
Em razio disso é chamada de “projecdo candnica” (cada x é

projetado sobre sua classe de equivaléncia).

Proposicdo 2.24 Seja A um conjunto qualquer, R uma re-

lacdo de equivaléncia em A e p1, p2: R > A, representadas
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pelas fun¢ées p1(x,y) = x e p2(x, y) =y, concluimos que  fR:A
t=—+ A/R é um coequalizador de p1 e p2.

Demonstragdo:

Consideremos o seguinte diagrama

R il A
m Ir
i
A Alp .
fr /R

Temos (x, y) R, ou seja, xRy. E facil notar que isso im-
plica em [x] = [y]. Consequentemente, (fR © p1) (x, y) =R (p1
(,y)=fRG)=I[x]=[yl=fR(Y) = R (p2 (x,y)) = (R
C p2) (x, y). Ou seja, fR equaliza p1 e p2.

Para verificar se fR existe e é inica, vamos supor que outra
funcio, por exemplo, h faz o mesmo que fR, isto é,h © p1=h
C p2. Observado o diagrama
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devemos definir k: A/R =B, talque h=k © fR e k como
unica. Disso segue que k([x]) = h(x). Temos que determinar
ainda se k estd bem definida, isto é, se k independe dos repre-
sentantes quando [x] = [y], ou seja, h(x) = h(y).

Se [x] = [y], entdo (x, y) R. Logo, h(x)=h(p1(x, y))=(h © p1)(x,
y)=(h © p2)(x, y)=h(p2(x, y))=h(y). Por conseguinte, temos k ©
fR=h; (k©fR)(x)=k(fR(x)= k ([xD)= h(x).

Por fim, resta-nos provar se k é tnica. Ao supor que I: A/R
+==—+B, de forma que h =1 © (R, provamos [ = k; I([x]) = [(fR(x))
= (1 ©fR)(x) = h (x) = k(x). Conclusao: k é Gnica. [

2.3.6 PULLBACKS

Definicio 2.29 (Pullback) Seja € uma categoria qualquer e
k,f, g f‘eg morfismos de Hom ((i"f), um pullback de fe g com
codominio em comum ocorre se, somente se, os morfismos f

e g’ satisfazem as seguintes propriedades:
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(1) comutam o seguinte diagrama

ouseja,fOg’'=g0f5

(2) garantem a existéncia de um tnico h: e *d, tal que f
‘Ch=ieg Ch=j.

Exemplo em SET:
Dada a funcgéo f: A =B e C um subconjunto de B (isto é,
C € B), conforme a teoria dos conjuntos, podemos definir a

imagem inversa de C sobre f da seguinte forma f-1(C) ={xA

| f(x) C}. Em teoria das categorias, o diagrama
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740 G

id

=l ide

descreve tal situacio.

Assim, f—1 (C) pode ser construida como um pullback, des-

de que cumpra com as seguintes propriedades:

¥ (1) Comuta o diagrama anterior. Temos idC © f =f ©
!\ f_' "), Logo, x f -1(C), entdo (idC C f(x) =idC (f(x)) = f(x) =
f“df Loy [_rjj _ |:f Ofﬂ‘f' ll:(_":l‘][_r‘];

(2) Garante que E existe e é tnico. No seguinte diagrama
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E C
i ide
A : =B,
1
devemos construir o morfismo h: E 7 f-1(C) como tni-

co, tal que o seguinte diagrama

ide

comute, isto é, ey o I=heffol=k.
Sejax E, tal que I(x) f-1(C), (f* © h) (x) = (idC © k) (x), isto
é, f*(h(x)) = idC (k (x)) = k(x) C. Entdo, h(x) f~1 (C). Como f -1
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(€)= {z A | f(z) C, temos I(x) = h(x). Logo, (') 0] (x) =
d1(0) 1 60) < 5O (h () = (x), isto s, Dr(C)o]2
h. Do mesmo modo, (f* © ) (x) = f*(I(x)) = f*(h(x)) = k (x). Por
fim, temos ¥ C [ = k.

0

Exemplo em Algebra de Boole:

Proposicao 2.29 Dada uma pré-ordem (A, < ),vista como
uma POSET, comp, q A, o seguinte diagrama é um pullback se,
somentese,s=pX g=p [ q.

Demonstragdo:

Ao supormos s =p [ | g (infimo de p e g), podemos escrever

o diagrama
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phig q

no qual temos os morfismos:
(1)]9 |_|q }q,istoé,pﬂq Sq;
@pllg —*pistoé,pllqg =p.

Observemos que g Sre p=r,0quesugerep [ |4 =

r. Por conseguinte, o referido diagrama comuta.

Dado agora o diagrama
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podemos mostrar que existe um Uinico ¢ * p ['lg. Dado
t=get=pep [ gum infimo, segue r <p g.

Por outro lado, se o diagrama anterior ¢ um pullback, deve-
mos provar que s =p ['lg. A existéncia dos morfismos
indicados garante que s =p e s =¢, ou seja, temos o seguinte s
<p Mg.Como = pet =g, devemos ainda provar ¢ =s. Dado
que no pullback ha um tinico morfismo ¢ r s, segue t =s.

O

2.3.7 EXPONENCIACAO
Definicio 2.30 (Exponenciacdo) Seja € uma categoria
qualquer e a, b, ba, ¢, ba *a e ¢ % a objetos de Obj ((é'g ),

. ~ e
uma exponenciacao ocorre em .-ff; se, somente se, temos:

(1) um produto entre quaisquer dois objetos de Obj (" t )
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(2) para os objetos a ,b e ba associado ao “morfismo avalia-
¢a0” v: ba *a * b e um objeto c no morfismo g: ¢ X a >
b, existe um tnico morfismo &: ¢ *ba tal que o diagrama
a seguir comuta

b % a Y b

gxid, /g

cxd b

ouseja, v (gXida) =g
Motivacdo em SET:

Proposicdo 2.30 Em SET, temos o isomorfismo {7 A =
2A.

Demonstragdo:

Sejam A e B conjuntos em SET, o objeto de SET BA repre-
senta todas as fun¢des que admitem dominio A e codominio
B. Definimos a exponencia¢do como AB={f:B
H=—r A}

Denotamos ainda a seguinte funcio X §7 (A) F7 2A.
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Por conseguinte, seja BCA,isto é,B § (A), enunciamos
que AB (x): A {0, 1} na forma

(x) |l se xeB
XB\- 0 se x¢ B.

Assim, X B é a fungdo caracteristica do conjunto B, isto é,
para cada B<A, dispomos XB (x): A {0, 1} como definida

acima. Logo, temos:

(2) Xe injetiva: se AB- IC, entdo B = C. Supondo XB-
IC, para todo x A, temos AB (x) = xC(x). Por outro lado, ao
supormos, por absurdo, que B # C, dizemos que existe pelo
menos um x tal que x Be x ¢C. Por conseguinte, AB- 1, mas
Xc (x) = 0, ou seja, AB (x) = xC(x), o0 que é uma contradicio.
Portanto, B=C;

(2) Se X sobrejetiva, estdo para f 2A existe B § (A) tal
que temos XB- f. Se isto ocorre, podemos definir B = {x € A

| f(x) = 1}, logo para todo x A, temos AB (x) = 1 se, e somente

se, f(x) = 1.
Provamos, pelo exposto, que X é um isomorfismo em SET.

O
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CAPITULO 3
INTRODUCAO A LOGICA PROPOSICIONAL

COM A MATEMATIZACAO DA LOGICA, A PARTIR DO SECULO
XIX, ocorreu uma verdadeira revolu¢io na forma como os 16-
gicos passaram a estudar temas ligados ao raciocinio humano:
principios da inferéncia valida, uso e representacdo das lin-
guagens formais e naturais, a questio da verdade, meios de
demonstragio etc.

Como ja observamos no primeiro capitulo, um grande
avanco da légica matemadtica se deu com os trabalhos do fil6-
sofo e matematico alemao Gottlob Frege, mais precisamente,
com o livro Begriffsschrift (Escrita Conceitual) de 1879. Frege
estd preocupado em realizar uma investigacio sistematica do
raciocinio matemadtico, ou seja, ele pretendia encontrar uma
representacio precisa do que seja uma demonstra¢io mate-
matica. Para tanto, ele cria uma linguagem simbdlica que o
permite expor de modo mais explicito as estruturas e proce-
dimentos da prova matemadtica. Essa linguagem que contém
uma avancada sintdtica com quantificadores, funcées, varia-

veis e regras gramaticais para a formacdo de féormulas bem

82



formadas é utilizada por Frege para elaborar o calculo pro-
posicional e o calculo de predicados (ou célculo de primeira
ordem) como o concebemos ainda hoje.

Giuseppe Peano no seu Aritmetics Principia: Novo Methodo
Exposita de 1889 expde uma linguagem formal com nota¢io
mais simples do que a proposta por Frege e a usa com objetivo
de representar formalmente as provas em aritmética. Mesmo
que Russell e Whitehead tenham adotado em grande maioria
as ideias légicas de Frege, preferiram utilizar na sua grande
Principia Mathematica (1910-1913) a notagio e regras formais
de prova de Peano. A proposta filoséfica basica da Principia
consiste na tentativa de redu¢ido da matematica a légica. Com
esse intuito os conceitos e teoremas matematicos passam a
ser transcritos com o auxilio de ideias l6gicas. Axiomas, por
exemplo, expressam verdades logicas basicas, e outras verda-
des légicas (teoremas, por exemplo) derivam deles por regras
de inferéncia modus ponens e de generalizacdo universal, re-
gras essas ja sugeridas por Frege.

Russell e Whitehead ao estabelecerem a teoria dos tipos
para evitarem certos paradoxos de uma “linguagem formal
muito expressiva” dividem os objetos do discurso matemati-
co em niveis. Com isso, o calculo 1égico é dividido em uma
série de célculos: calculo proposicional (nivel zero ou ordem
zero da linguagem); calculo de primeira ordem (nivel um ou
primeira ordem da linguagem) e calculo de ordens superiores
(demais niveis da linguagem).

A partir da década de 1920 a abordagem Frege-Peano-Rus-

sell tornou-se bem aceita, em especial, por influéncia de
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David Hilbert e seus colaboradores. Em obras como Os Fun-
damentos da Matemdtica (1922), Uma Nova Fundamentacéo da
Matemdtica (1922) e Fundamentos da Matemdtica (1939) esta-
belecem pressupostos tedricos importantes ao método axio-
matico, segundo o qual uma prova deve comecar de pontos
iniciais chamados axiomas e proceder, por intermédio de um
mecanismo de sintese que faz uso de regras de inferéncia, até
os teoremas. O calculo proposicional (CP) a ser tratado a se-
guir é apresentado nos moldes dessa tradi¢do: a abordagem
Frege-Peano-Russell-Hilbert.

Hoje, o CP é entendido como um sistema formal que deve

cumprir as seguintes condigdes:

1. Ter um alfabeto (catdlogo de simbolos ou vocabulario)

pertencente a uma linguagem proposicional;

2. Apresentar uma gramatica (ou regras de formacio) que
identifica quais sdo as combinagées de simbolos do vocabula-

rio que sdo aceitaveis como “férmulas bem formadas” (fbfs);

3. Possuir “esquemas de axioma”, isto é, um conjunto finito

de fbfs (intercambiéveis) aceitas sem demonstracio;

4. Estabelecer regra(s) de inferéncia (ou regras de trans-
formacgéo ou regras de produgio) que indiquem como inferir
novas fbfs a partir de axiomas e/ou outras fbfs ja deduzidas

(chamadas teoremas).
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Uma semantica é uma estrutura que permite interpretar
fbfs de um CP. A seguir, enunciamos uma semantica ao CP
proposto, a qual serd reinterpretada (ou traduzida) em ter-

mos categdricos no ultimo capitulo.
3.1 SINTAXE DA LOGICA PROPOSICIONAL

3.1.1 LINGUAGEM E AXIOMATICA
Definicido 3.1 (Linguagem do CP) Consideremos 2 alin-
guagem do CP. A linguagem proposicional ~£ tem o seguinte

alfabeto de simbolos primitivos:

(1) uma cole¢io de variaveis proposicionais: A, B, C,... (le-

tras latinas maitisculas);

(2) conectivos légicos: 1 (nega¢io); A\ (conjuncio); W
(disjunc¢éo); ) (implicaco);

(3) sinais de pontuacio: ( , ) (parénteses — simbolos

auxiliares).
Definicdo 3.2 (Gramatica) As férmulas bem formadas
(fbfs) do CP sido sequéncias finitas de simbolos primitivos de
7 ) ,
Z (expressdes) construidas com base nas seguintes regras
de formacio:

(1) uma variavel proposicional é uma fbf (atémica);
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(2) se A é uma fbf, entio ' A também o é;

(3) se A e B sdo fbfs, entdo (A ' B), (A "\ B) e (A 2 B) sdo
fbfs (moleculares);

(4) uma expressao de Z'¢ uma fbf se, somente se, for
construida utilizando as regras de (1) — (3).

Defini¢do 3.3 O conjunto de todas as fbfs no CP ¢ denotado
[FOR. JAT e A sdo subconjuntos de FOR.

(Ax1) AD (BD A); no esquemas de
aXI{/uc 2) (AD(BDC))D((ADB)D(ADC));

(Ax3) (-BD> -A) D ((-BD A)D B).

Definicao 3.5 (Regra de Inferéncia) No CP proposto a
unica regra de inferéncia ¢ a modus ponens: ao assumirmos
que A 2 B; dado A, entdo B (Notagdo: MP).

3.1.2 CONSEQUENCIA SINTATICA
Definicdo 3.6 (Demonstracio) Uma demonstragio de A no
CP é uma sequéncia finita de fbfs A1, ..., Aj, ..., An, tal que para

<. <

todoi, 1 =i == n, na qual Ai satisfaz as seguintes condi¢des:

(1) Ai é um axioma (ou esquema de axioma);
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(2) Ai vem de fbfs anteriores na sequéncia em razio da
aplicacdo da MP;

(3)Ai=An =A.

Definicido 3.7 (Teorema) A é um teorema no CP se, so-
mente se, existir uma demonstracio de A nesse calculo (em

simbolos A). Se A nio é um teorema no CP, escrevemos |/
A.

Definicao 3.8 Uma deducido de A a partir de ¥ é uma sequ-

éncia finita de fbfs Aa, ..., Ai, ..., An, tal que paratodoi, 1 < i
<

— n, na qual Ai satisfaz uma das seguintes condigdes:

(1) Ai é um axioma (ou um esquema de axioma); ou

(2) Ai pertence aX;

(3) Ai é obtida de férmulas anteriores por meio da MP;

(4)Ai=An=A.

Definicdo 3.9 (Consequéncia sintatica) A fbf A é uma
consequéncia sintatica de M se, somente se, A é uma fbf numa
deducio a partir de ¥ (Notagdo: K F A). Sendo K vazio, em
lugar da notagdo @ A, denotamos FA.

Corolario 3.1 Da noc¢ido de consequéncia decorrem as
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seguintes propriedadesi:

(1) SeMEA el - A, entdo A FA;

(2) T I A se, somente se, existe A finito, A & T, tal que A
HA;

(3)Se A - BeB,K I~ A, entio A, K I A.
Demonstragdo:

1. Dadas a hipétese 1 de M S A e a hipétese 2 de M I A, dize-
mos pela segunda, que ha uma sequéncia finita Azx, ..., Aj, ...,
An em que, para1 =i < n, ou Ai é axioma ou vem de férmulas
anteriores por MP ou, ainda, Ai X. Mas, se Ai KX, entdo Ai A,
pela definicio de subconjunto. Logo, segue A I~ A. Portanto,
comoR < A el I A, temos, ao final, A FA.

2.Se® F A, entio hd uma sequéncia finita de férmulas A1,
..., Ai, ..., An que é uma deducio de A a partir de K, ou seja,
existe A finito, A & K tal que A = A. Por outro lado, se A €
KeAFA, entio AU KFA Mas, AUR=K, pela definicdo de
unifo e pela hipdtese A C K. Portanto, K I~ A se, somente se,
existe A finito, A € K, tal que A FA.

3. Por hipétese B, K - A. Pela parte (1) dessa demonstrac¢io,

1 Abrevia-se, aqui, {Az, ..., Aj, ..., An} | A, escrevendo-se Az, ..., Ai, ..., An | A.

Da mesma forma, abrevia-se X L {A}, escrevendo-se X, A.
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segue A, B, X A, mascomo A FBeB,X A, por hipétese,

segue-se A, K A,
O

TEOREMA 3.1 (TEOREMA DA DEDUCAO) SEK, A B,
ENTAONX FA D B.

EXERCICIO 3.1 PROVE O TEOREMA 3.1

3.2 SEMANTICA PROPOSICIONAL

Definicio 3.10 (Semantica Proposicional) Uma semanti-
ca proposicional consiste nas condi¢ées que modelam a fun-
¢ao-verdade (ou funcio interpretacio) v: [FOR —— 2, a qual
atribui a cada fbf pertencente ao conjunto de todas as fbfs do
CP FOR um valor-verdade do conjunto 2 {L T} tal que
o valor-verdade T representa o verdadeiro e o valor-verdade
L denota o falso, conforme a matriz lgica de cada conectivo
légico. A valoragao V satisfaz as seguintes condigdes:

(=) 7 (—A) =T se, e somente se, v (A) = L;
(V) # (AVB) =T se, e somente se, v (A) =T ouv (B)

(A) ¥ (AAB) =T se, e somente se, vV (A) =7V (B) = T;

(D) PV (ADB) =T se, esomentese, v (A) = L ou v (B)

Definicao 3.11 Uma fbf qualquer A é valida se para toda

valoracio V, temos V [A] = [ . Denotamos A
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como uma fbf qualquer valida por [=A. Caso contrario, I# A.

3.3 TEOREMAS DA COMPLETUDE E CORRECAO
A seguir, vamos mostrar que o CP é correto, ou seja, que todos
0s seus teoremas sio validos (ou verdadeiros) na semantica

sugerida.

TEOREMA 3.2 (TOREMA DA CORRECAO). SE - A,
ENTAO FA.

Demonstragdo:
Para demonstrarmos o teorema da corre¢io devemos pro-

var que todos os esquemas de axiomas do CP sio validos e que
a regra modus ponens preserva a validade.

Devemos provar que o Ax 1 é verdadeiro, em simbolos,
A (B 2 A). Essa igualdade vale desde que, observada a con-
dicdo (), tenhamos |/ A ou B JA. Suponhamos que I~ A
e 7 B JA. Mas |/ B ) A se, somente se, | Be 7 A,
segundo (). o que é uma contradicio com a suposicio que
estabelece I A. Logo, temos | A (B_2A).

Devemos provar que o Ax 2 é verdadeiro, isto é, em sim-
bolos, temos o seguinte| (A 2 (B _2QC) 2 (A 5B) 2
(A 20)). Segundo a condi¢io (), |
(A 2 (B 2C) = ((A 2 B) 2 (A 2 C)) se, somente se,

# 4D (BDOou = aDB D @D0).

Suponhamos que (1) [~ A 2 (B 2 C)e(2) |/ (A B)

(A 20C). Se (1) |/ (A2 (B (), entio T Ae |/ (B 2
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0). Ja de (2) # (a
_B) 2 (A 2C), temos | AJBe |/ A 2 C, observada a
condicio (—}). Mas se | A 2 B, obtemos |// Aou | B, o
que é uma contradi¢do com a suposi¢io. Logo, (A 2B
2C) 2 ((A2B) 2 (A2Q)).

Devemos provar que o Ax 3 é verdadeiro. Nesse caso,
| (—B 2 —A) 2 ((—B _2A) 2 B) se, somente se, |/ (—B
_}=A) ou (—B 2A) OB.

Suponhamos que | = (B 2 —A) 2 ((—B 2A) OB)
se, somente se, (1) B —Ae(2) |/ (— B _JA) JB.
Se =B =1 A, entdo |/ —1Bou —1 A, pela con-
dicdo (). Ainda, segundo a condi¢io (—1), temos |/ - B,
logo B. Mas para que (2) / (— B 2 A) B, conforme
a condicio (—), devemos ter B, 0 que é uma contradicio
com a hipétese. Logo,

(=B 2= A) 2 ((—B_2A) 2B).
A regra modus ponens preserva a validade desde que
((A 2 B) /. A) 2B. Suponhamos que |/ (A2 B)MNA)

_}B. Como |# ((A 2 B) N.A) D B, temos

(ADB) A Ae [# B.se (A
O B) M\.A, entdo | A JBe | A, segundo a condigido (M
). Mas para | A B, observada a condicio (—),

concluimos que [7~ Aou I B, o que é uma contradi¢do com a

hipétese. Logo, a regra modus ponens preserva a validade.

1

Teorema 3.3 (Teorema da Completude) Se | A, entido
A
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Demonstragdo:

Adotaremos a prova de Kalmar (1935) do teorema da com-
pletude. A prova é por indug¢io sobre o cumprimento da de-
monstra¢io de A segundo o CP.

Seja A uma fbf e p1,..., pk varidveis proposicionais que ocor-
rem em A. Dada uma valoracio V para a variavel pk, 1 <i<k
consideremos as atribui¢ées de valor-verdade (1) piv = pi, se
v (pi) = T e (2) piv = —1 pi, se v (pi) = 1.

Em geral, se Av = A, entio vV (A) = I, Por outro lado,
se Av —A, entio V (A) = L. Devemos provar que
P’

ocorrem em A.

v v P .
1o P A" observando o namero de conectivos que
Para o caso n = 0 em que Av p,temosp| pe—lp| =
p.Comop Fpe = p | =1 p sdo validos no CP, ento neste
caso vale a expressdo em questio. Para a hipédtese
de inducio (HI) k < n, temos:

1. A —B

1.1.Se V (B) = T, entio ¥ (A) J-; logo, Bv BeAv
=1 A.
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Lp"....p"FB HI aplicada a B

2. p.p' FBD ~-B T.do CP: A —A
2. p..p' FB MP 1,2

3.1 F A A=-B

4. p) . p FA A = A,

Lp'..p'tB HI aplicada a B
2.p" . pt B B =-B
3. plv ..... p;(v FA A=-B
4. p’...., p EA A=A,
>, A=B2C

21.8e V (B) = L entao ¥ (A) = T, logo, B' = —B
eAv = A.

Lp'...p"+-B HI aplicadaaBe B' = -B
2.p'.....p'F-BD(BDC) T do CP: -AD (AD B)

3. m",.... m'FBOC MP 1,2

4 pspt A A=BOC

5 p’,..., ptEAY A = A

22.5¢eV B)=leV ()= ,entioV (A) =T;logo, Cv =
Ce Av = A.
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Lp'p'-C HlaplicadaaCe (" =C

2.p" . FCD(BDC) Axl
3. .p FBOC MP 1,2
4. p'apt A A=BOCeA =A.

23. Se V (B)=T ¢ 7 (C) =1, entio V (A) = L, logo,
B' =B C"=-CeA" =-A,

Lp's....;' B HI aplicada aBe B =B
2.pptEC HI aplicadaa Ce ¢’ = —C

3. e FBO ((CO~(BSC)  T.doCP:A> (-B (A B))
4.p's.op'FCO=(BDC) MP 1,3

5. p'seoeu i’ F (B2 C) MP 2,4

6..p'spt A A=BOCeA =-A

Logo, para qualquer valoragdo as variaveis pa,...,pk, vale a
W W v
expressdo Pl s---1 Pk FA",

Sejam A uma tautologia e p1,...,pk varidveis proposicionais
que ocorrem em A. Como A" = A, temos pp EA .
Se V (k) L. entio temos P1":---» 7P F A Pelo TD, segue
P pt"F opk DA Mas, se V (k) = T, entio, pelo
TD, temos 1"+ Pk—1" F ke D A, Vejamos se é possivel eli-
minar a variavel pk.

Lp'oma"FpDA
2.p" o e oA

" am"F(2A)D (-2 A) D A) T.do CP:(AD B)D ((-ADB) > B)
4.p" " F (oD A) DA MP 13
5.p" .o HA MP 2,4
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Ap6s K - 1 procedimentos semelhantes a este, eliminamos
as variaveis P1+++ -+ Pk—1 até obtermos  A.L]
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CAPITULO 4
CALCULO PROPOSICIONAL E
TEORIA DAS CATEGORIAS

NO PRESENTE CAPITULO CORRELACIONAMOS ALGUMAS NO-
¢6es do CP com a categoria TOPOS. Definimos, inicialmente,
o objeto matematico “classificador de sub-objetos” que com-
poe a estrutura da TOPOS. Em seguida, apresentamos essa
categoria especial. Na sequéncia, interpretamos os conectivos
l6gicos da disjuncio, conjuncio, negac¢io e implicacdo aluz da
TOPOS. Ao final, expomos uma semdntica categérica para o CP.
Com o auxilio dessa semintica, encerramos o capitulo com as

provas dos teoremas da corre¢io e completude.

4.1 SUB-OBJETOS E CLASSIFICADOR DE
SUB-OBJETOS

MOTIVACAO EM SET:

Seja B um subconjunto de A e f injetora (um monomorfismo),
dizemos que a fun¢io f: C>—— B define um subconjunto de
A, tal que Im (f) = {f(x) | x C}. Portanto, f induz a uma bijecdo
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entre C e Im (f). Em gréfico, temos:

Em SET, portanto, um sub-objeto de A é qualquer objeto
tal que a fun¢ido f: C=—— B seja injetiva, isto é,
Im (f) equivale a B. Nesses termos, denotamos C = B.

Definicio 4.1 (Sub-objeto) Numa categoria qualquer ° 2
um sub-objeto do objeto d Obj ( ¢’ ) ¢ um monomorfis-
mo f: a = d com dominio d.

Motiva¢do em SET:

Na teoria dos conjuntos o conjunto poténcia 7 (D) pode ser
denotado como 2D: uma cole¢io de todas as fun¢des de D para
2 ={o, 1}, isto é, 4 (D) +=—*2D, ja que hd uma correspondén-
cia bijetiva entre os subconjuntos de D e as func¢ées do tipo D
t=—>2. Com isso, dado um subconjunto A C D, definimos a
fungédo caracteristica de A, isto é, ZA; D =2, pela seguinte
lei
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(x) 1 se xeA
XAl 0 se xgA.

Definicdo 4.2 (Classificador de Sub-objeto) Seja ¢
uma categoria qualquer com objeto terminal 1 e pullback(s),
um classificador de sub-objetos é um objeto Q
Obj ((i"f) associado ao “morfismo verdade” T:1 F Q), tal
que para d Obj (%)eo sub-objeto f: a =¥
d existe um tnico “morfismo caracteristico de f” Xf: d >

Q) que comuta o seguinte pullback

istoe, X of=Tol

Proposicdo 4.1 Sejam f: a =™——=d e g: b =™ d dois
sub-objetos de d, f =g se, somente se, Xf = Xg

Demonstragdo:

Por um lado, segundo o diagrama
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If 3

1 Q
T

k ocorre por ser pullback, entdo f © k = g. Nesse caso, como
g é monomorfismo, temos f= g. Dessa forma, Xfo f=To
l, ja que o diagrama acima comuta.

Sabemos que k é monomorfismo, pois se k ©m =k On, en-
tiof Ok O m= f @k ©n Oqueimplicaemg © m
=g O m=n.Como f© k=g, temos g = f. De modo analogo,
provamos que f< g;logo, f= g.

Por outro lado, vamos supor que f = g, entdo k no diagra-
ma acima é isomorfismo. Reescrevendo o diagrama anterior,
temos
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i

1 Q.
Af

acima como um Pullback. Dado

T

Para provar Xs , temos que definir o diagrama

xr

Q,

temos Ao h=T o1,

Queremos provar ainda a existéncia de um tnico /, tal que
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g © 1 =h. Nesse diagrama, como Xfoh=T ©le como o qua-
drilatero formado por f e Afé um Pullback, entio existe um

Unico Iz e * a tal que f CI’ = h. Finalmente, o mesmo dia-
grama sugere definir '=k © [, ouseja,l=k-1 C[',jaquek é
isomorfismo, temos g © [ = gok-100=f0Ol=h.

0

4.2 Conectivos Logicos em Termos Categoricos

Definicio 4.3 (Categoria TOPOS) TOPOS é uma catego-
ria & que admite:

(1) Objeto Terminal;

(2) Pullback;

(3) Exponenciagdo;

(4) Classificador de Sub-objetos.

4.2.1 Negacao
Motiva¢do em SET:

Em SET, podemos estabelecer dois morfismos que vio de 1
= {0} para 2 = {1,0}. Um deles chamamos de “mor-
fismo verdade”, dito T (o) = 1, enquanto o outro chamamos de
“morfismo falso”, definido como L (0) = 0. Deste modo, obte-
mos no codominio 2 o seguinte conjunto vazio: 9 = {x | L (x)

= 1}. Consequentemente, em SET, temos o seguinte pullback
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=

2

1

]

T

A negacdo na categoria SET pode ser entendida como uma
funcido 2 =+ 2, de forma que {x | ™~ (x) =1} = {0} £ 2. Ain-
clusio de zero ao conjunto 2, isto é, {0} € 2={1,0},
é determinada pela funcio L. Logo, em SET, vale o seguinte
pulback

| L

(]

1

I

T

Definicdo 4.4 (Conectivo Negac¢ido) O conectivo nega-
¢do é um morfismo Unico expresso da seguinte forma ™:Q

* (), dado pelo diagrama

102



1 2.
T

um pullback em & , tal que ™~ = XLeXlol--Tor
4.2.2 CONJUNCAO

Motivagdo em SET:

Vejamos, a principio, em SET o comportamento do

conectivo légico da conjun¢do. A funcdo valor-verdade

—~: 2x2+— 2 édefinida segundo a seguinte matriz logica

A B|v(A)~v(B)
0 O 0
0 1 0
1 0 0
11 1

O conjunto dos valores-verdade que valida a fun-

cdo-verdade da conjun¢io pode ser expresso na forma
O ={(1,1)} S2x2.

. , e
Tomando ® como monomorfismo, isto é, 1=—=2x2
temos observado o diagrama
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&/

I-J

isto é, —~o@="Tol Por conseguin-
te, ~(O(L,1)) =~ (L1)=1 Por  outro lado,
Tol(l,1)=T(x)=1.

Como © é um conjunto unitario, entdo é possivel identifica
-lo com qualquer outro conjunto unitério { * }. Logo, podemos
expressar o morfismo @ segundo {¥} =22 dadoh (

#) = (1,1). Todavia, o morfismo (T, T) pode fazer o mesmo
que h se tomarmos o elemento * = o, visto que em

I3
I3

ocorre \ I+ T)ofx} = (T(x), T(x))=(1.1).

Portanto, em SET, podemos definir a conjun¢do conforme

o diagrama
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o

O

Definicio 4.6 (Conectivo Conjuncdo) O conecti-
vo conjun¢io é um morfismo Unico expresso na forma
—~:Q xQ —— Q. dado o seguinte diagrama

(T, T)
| ” Q=0

l T ﬁ 1

em & talque ™ T X(T.T) e KT,T)O (T, T)=Tol
4.2.3 IMPLICACAO

Motiva¢do em SET:

Na légica classica o conectivo da implicagdo pode ser
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expresso segundo a fungio = : 2 x2+— 2 3 qual é modela-

da pela seguinte matriz l6gica

A B|v(A)=v(B)
0 0 1
0 1 1
10 0
1 1 1
Seja W ={(0,0),(0,1), (1.1} ©€2%2, dado o seguinte
diagrama
P ¥ 2 %2
=

l _|_ 2 1

X, visto como um morfismo, pode ser discriminado como
um conjunto de pares ordenados, em decorréncia da lei (x, y)
X se, e somente se, * <y =< (X)) Nesses termos, temos:

1. W= {(xy)C2x2talque < (x,y)};
2. W= {(x,y)C2x2talque xMy=ux};

3. W={(xy)C2x2talque M(x,y) = p{xy)} .

Logo, com base nos passos anteriores, ¥'>—=2x2 ¢ o
equalizador das projecoes — :2x2+—=2 e Pl -2 X2-—2

tal que o diagrama
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comute, ou seja, ~ © i=proi eiok =h existae seja
Gnico. Portanto, se ~~ 9 = P10 I entio Pl “™ - Por
conseguinte, pixy)=—(xy) X isto é, P1 (x,¥y) =x

O

Definicio 4.7 (Conectivo Implicacio) O conecti-
vo implicacdo é um morfismo Unico expresso na forma
>: Q2 x Q — ), definido pelo equalizador
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QxQ = Q

em & , 0 qual pode ser expresso na forma

e " Qx0
1 - = Q.
tal que P xQ Pl Q,isto 6= —Xie}io i=Tol.
4.2.4 DISJUNCAO

Motiva¢do em SET:
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Na légica classica o conectivo da disjunc¢do é uma funcio
do tipo — :2x 2 +—2como indicado pela seguinte matriz
légica

= =] =
R
=
=
=== o
=

A partir da matriz acima, estabelecemos o conjunto
E={(11)(1,0).(0,1)} €2 x2.

O conjunto B pode ser escrito como a unido de dois ou-
tros conjuntos, ou seja, £ =X U I1 tal que £ = {(1,0). (1, 1)}
e I1=1{(0,1),(1,1)}. O conjunto X pode ser identificado como
um monomorfismo do produto (Tyid):2 — 2% 2 de for-
maque 1={x | x=0 ou x=1}e [ (x) = 1. De modo similar,

11 & dito como tid: T). Logo, segundo o coproduto

I3

(T ,id)

temos oL = (T.id) . fell={id, T)
f(2)=(T,id)

. Com isso,
gera (1,0) e (1,1), uma vez que
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(r (T(x),id(x)=(1,0) para x =0
f) (T(x),id(x)) = (1,1) parax=1.

(T id). (id, T)]

Portanto, para f e-

=

mos a Im (f)=f(2+2)=E ¢ vale a seguinte fatoracio
(epimorfismo-monomorfismo)

I
]

2

by
T~
p
(2 4

f(2

2

2) |

isto &, Im (f) ={f(x)|x€E}e I () f':-r], para todo
XE EZ.

[

Definicio 4.8 (Conectivo Disjuncio) O conecti-

vo disjungdo é um morfismo Unico expresso na forma

— 1 Q +Q——QxQ conforme o seguinte diagrama
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[{T.id), {id T} ]

Q Q4+ 0
| _
1 — QxQ,
em & dado aue AT id),(id,T)] =~ e

X((T id).(id, T)) o[(T.id),{id, T)] = Tol.

4.3 SEMANTICA PROPOSICIONAL CATEGORICA
Definicio 4.9 (Semintica Proposicional Categorica)
Seja FOR uma colecdo de fbfs do CP, uma dada & ~Valora-
¢do é um morfismo-verdade V: FOR — &£(1.) que associa
a uma fbf qualquer (X) o valor-verdade verdadeiro 1, isto é,
V(X): 1 = Q tal que V' satisfaz as seguintes condicées:

(—) ¥(-A) = ~ o (A)
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(M) VAAB) = — o(i(A),¥(B))

1

W[ A)
(V(A),¥( B))
Q QxQ

112



(D) V(A D B) = = o{ii(A),¥(B))

4.4 CORREQAO E COMPLETUDE

Definicao 4.10 Na categoria & , denotamos &l= A para
todo A em FOR quando PA)=T:1 *Q ou seja, A é
uma fbf valida do CP.

Proposicao 4.2 Como & admite T e - como tinicos para
Q, temos &= A se, e somente se, Fep A
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Lema 4.1 Em TOPOS, os valores-verdade | e 1 (verda-

deiro e falso) tém comportamento cldssico, isto é,

~ > | T L —|T L ~|7T 1
1 S I oy r T s T T
l LT T B I 1L
Lema 4.2 Dados os diagramas do tipo
*— =9
o =-e ol . ¢
*————=» L] L]
dizemos:

(1) Se os quadrados internos sio pullbacks, o quadrado ex-

terno também é pullback;
(2) Se o quadrado externo é pullback e o de baixo (ou a
direita) também é pullback, entdo o quadrado de cima (ou &

esquerda) é pullback.
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Como ilustra¢io, vamos provar o caso ' @ 1L =T.A partir
do Lema 4.2, obtemos:

(1) 0——=1 2) 0——=1
! T ! o0 L
=
{ 3
1 = Q 1 Q
T
{ 3
1 —Q.

Os diagramas (1) e (2) sdo pullbacks, pois Te ! = lo!le
~ ol = Tol. Como o diagrama exterior também é pullba-
ck, logo se ™~ ol T(Ij, entio ~ol=T.

[

Demonstragdo:

Por um lado, para qualquer TOPOS admitimos que se
&= A entao Fcp A Observado o teorema da completude aci-
ma, devemos provar que se & |= A entso + A.

Seja V: IFOR ~— 2, entdo A é uma tautologia quando
v(4)=T. Ao escrevermos V: FFOR ——¢&(1,Q2) em funcio

de V, temos:
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. 1 se ¥(A)=T
v(4) { 0 se ¥(A)=L.

Se &= A entso "(A)=T e, em particular, 7 (A) =1.Com
fulcro no teorema da completude acima, dado o exposto, pode-
mos afirmar que se & = A entao b A.

Por outro lado, admitindo o teorema da correcdo como va-
lido, dado F A, temos A como tautologia, isto é, |= A. Seja
Vi FOR — £(1,Q) = {T, 1} podemos definir ¥ usan-
do T se v(A)=1

v4) { L se ¥(A)=0.

Se ocorre | A entio, em particular, ¥ (A) = T. Logo,

7(A) = 1. por fim, pelo teorema da correcdo se A, entio
El= A
O

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS PROPOSTOS
EXERCICIO 1.1:

Dada uma funcio f: A"~ B, e para qualquer a A e b B, tais
que f(a) = b, temos:

(f © idA)(a) = f(idA (a)) = f(a) = b = idB(b) = idB(f(a)) =
(idB ©f)(a)
EXERCICIO 2.1:

No seguinte diagrama

116



i

Y Y f

B D : M,
1; J

os pares de fun¢des {5‘ J >e (h. k} comutam. Da composicdo
de (i-J)o 1.k} obtemos o novo diagrama

foh

Jok

Logo. temos:

(i, jyolhk) = (ioh, jok).

Observados os passos anteriores, determinamos a associa-

tividade como segue
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((& j)o (h,k))o(f.g) = ((ich)of,(jok)ocg)
(io(hof),jo(kog))= (i jjolhof.kog)
(i, jyo ((h.k)o (f,8))-

O
Exercicio 2.3:
Para qualquer fun¢do monoténicaf: A t~—* B,coma, b A, a <
b implica f(a) < f (b) em B. Pelo diagrama
A / B
i 4 f idp
9 ""\ 9
A . B .
1
sea™ bem A, entdo pela nomotoénica idA: A +——+A. Logo,

temos idA (a) < idA (b) em A. Como f é monotdnica, obtemos

f(dA (a))= f(idB (b)) em B.

Por outro lado, sendo a fun¢io idB: B +— B também mo-
notonica, segue idB (f(a)) < idB (f(b)) em B. Mas, sea >
b, entido idA (a) = idA (b) ocorreem A e f (idA (a)) = f

(idB (b)) ocorre em B. Pelo exposto, o diagrama acima comuta,
isto é, idBC f=fCidA=f.
O
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EXERCICIO 2.4:
Para provarmos a propriedade da composi¢io da categoria
MON, pensemos no seguinte diagrama

M

gaf'é

v
G

Esse diagrama representa os homomorfismos entre os se-

guintes monoides (M, (D“'q), (N> ) <G‘ @‘ﬂ) e (H,o.u).

Os homomorfismos sio:

)

1. Sem,n M, tal que f: M "N, entio hd o homomorfismo

do tipo f(m D)= f(m) & f(n) e f(a) = ¢;

2.Sep,q N, tal que g: N =G, entdo temos 0 homomorfis-
mo do tipog(p P q) = g(p) O, g(q) egle) =o;

3.SersG, talque h: G ?"H,_entéo obtemos o homomor-
fismo do tipo h(r © s)=h(r) < h(s) e h(o) = u;

4.SemnM, talqueg © M ¥ :"_G, entio o homomorfis-
mogG'f(mq:J n)= g0 fim) & go finego fla)=o;

5. Se p,g N, tal que h © gz N = H, entdo segue o
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homomorfismo hoglpFg)=ho glp)
®hogl@ehogle)=u

6.SemnM,talque (h @ g f=h©C (go f):MHtrH—*H,
entdo hd o homomorfismo h © (g ©f) (m ) n)=h © (g ©f)(m)
@ hC(gof)(n) eh©(gCf)(a)=u;

Por um lado, o morfismo g © f compreende o homomorfis-
mog 2f(a)=0. Comoh © (g0f)=h(g°f),entioh (g Of(a))
=h(o) = u, segundo o passo 3.Se (h ©g) © f=(h © g)(f) e f(a)
= e, segundo o passo 1, entdo segue (h © g)(f(a)) = (h © g)(e) =
u, segundo o passo 5. Conforme o exposto, concluimos que (h
Og)Of=h0 (gof)

Por outro lado, o passo 5, temos h © g(e) =u. Como h(o) =u
ef(a)=e,logo  h ©g(f(a)) =h(o), masseg © f(a) =0, entdoh

© g(f(a)) = h(o). Por outro lado, essa ultima expressio corres-

pondeah ©g(f(a))=h(g © f(a))=(h © g) © f(a) = h
C (g © f)(a). Portanto, de forma geral (h ©g) © f=h © (g Of).
O

EXERCICIO 2.5:

Seja A = © e B um conjunto qualquer; se ocorre f: @
B, entio (D) = @ (funcio vazia). Por outro lado, vamos su-
por A = © como objeto inicial. Seja B certo conjunto, isto
é, B = {x, y,...}, com x # y, que comporte func¢des tais como
f: A == B. Seja A um conjunto nio vazio, de forma a admitir,
pelo menos, um elemento, entdo podemos definir as fun¢ées

constantes f, g: A F—* B como f(z)
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=xef(z) =y, paratodo zA. Obviamente, f # g, pois x # y. Logo,
A nio pode ser objeto inicial.

O

EXERCICIO 2.6:

O infimo é uma nog¢io de ordem. Dado dois elementos p e g,
denotamos p [ | g o infimo de p e q, ou seja, p ['1 g = inf {p, q}.
Em POSET, p * g é um produto de p e g se existem os morfis-
mos nip Xq——Frpem:p X qg—7q, tais que
para i:e —* pej:e g existe um Gnico h: E—* p X g,

de maneira que comuta o diagrama

i

[
I
I
I
I
I
I
I
I
¥

*,

P T PAq I q-

Do diagrama anterior, inferimos n:p Xg<qgem:p Xq< p;
além disso, temosice< pej:e<qeh:e< p Xq. Pelas projecoes
iej,e<pllq. Consequentemente, de h, obtemosp X g<p 1

q (12). Por outro lado, segundo o diagrama
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e
|
|
: h /

q nt q

H p

I
¥
X

I

I

'

I

I
¥
€

constatamos as seguintes proje¢ées:o:p= e; k:q=eel:p X
g = e.Poro ek, segue e<p X q.Pela transitivade he e <
p % g,temosp 1 qg< p X q(2). Conforme as expressdes (1) e

(2), dizemos quep X géoinfimodepegq,istoé p X g=p[lq.
[

EXERCICIO 2.7:
Se A e B ja sio disjuntos (A 1 B = @), entdo a unido disjunta
de A e B¢, simplesmente, A U B. Mas, se A e Bnio sio disjun-
tos, basta obter duas “cépias” disjuntas de A e B e, neste caso,
a unido disjunta serd a unio destas cépias. Assim, por exem-
plo, A= {(%0) | x EA}=A X (o} eB = {(x]) | x € B} =
B X {1}, talque A’ = Ae B = B,deformaqueA’ 1B =0,
Definimos A + B, em geral, como A’ Up.

Definimos, a seguir, as projecées iA: A =" A + B e a proje-
¢do iB:Bt*~"A+BdeA +B que comutam
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o seguinte diagrama

A i A+B-< ' B

I
|
|
|
|
I p
|
|
|
Y
A+ B,
istoé,pP id=fep© iB=g.
Provamos que as projecdes i4 e iB permitem fatorar o par
de funcdes ffAY—*A'+B’eg:BtY—*

A+ RB’sen:A+ B "4+ B’ existe e é Gnico.

plx,a) {f(\') se a=1>0

glx) se a=1,
tal que p depende de fe g. Logo:
l.pRid(x) =p (iA (x)) =p (x, 0) = f{x),isto &, p © i4d =f;
2.pCiB(x)=p(iB(x) =p(x, 1) =g(x),isto é&,p © iB=g.
Dizemos também p Unica ao supor que existe outra fun¢do
g: A+ B Y74’ + B’ que comute o diagrama, isto &, ¢ © i4

=fe q© iB=g. Seja(x, a) A + B, obtemos:
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1. Para a = o, obtemos:

gx,a)=q(x,0)=q({A(x)=(q % iA) () =f(x)=(p © iA) (x)
=p(iA (x)) = p(x,0)=p(x,a);

2. Paraa =1, segue:

q(x,a)=q(x,1)=q(iB(x))=(q° iB) (x)=g(x) = (p © iB) (x)
=p(@iB (x)) = p(x 1) =px a).

Por fim, p = g. Pelo exposto, a unido disjunta em SET é o

coproduto.

O

EXERCICIO 2.8:
Ao supormos que i’ é um equalizador de fe g e é epimorfismo,

temos o seguinte diagrama

124



talquef© i=g© i. Se 7' é epimorfismo (cancelavel a direi-
ta), entdof=g.
Dado, ainda, que podemos redefinir o diagrama anterior

na forma

b,

segue f © ida = g © ida e, consequentemente, f = g. Deve
existir k: a = e tal que i@ k=ida. Por outro lado, i ©
(k©i)=3G02 k)2 i=ida © i=1i. Assim, dizemos i=12ide,
comoi® (k© i)=iC ide. Como 7 é equalizador e monomor-
fismo (cancelédvel a esquerda), isto é, k @i =ide, entdok=i-1

resulta ser isomorfismo.

O
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EXERCICIO 2.9:
1. Como R é reflexiva, isto é, (x, x) R, logo todo x [x];

2. Ao supor (x, y) R, devemos mostrar que [x] = [y]. Seja w
[y], entdo (y, w) R. Mas, por hipétese, (x, y) R; logo, pela transi-
tividade, (x, w) R. Portanto, w [x], isto é, [y] C [x]. Para provar
que [x] © [y], notemos que o fato de (x, y) R acarreta, pela
simetria}, (y, x) R. Ento, por raciocinio analogo, obtemos [x]
- [y]. Com isso, concluimos [x] = [y];

3. Devemos provar que se [x] M [y] = D entio [x] = [y]. Se
ocorre [x] [ [y] = D, entio existe um elemento w A com w
[x] M [y]. Logo, (x, w) R e (y,w) R. Pela simetria, (w,y) R
e, pela transitividade, (x,y) R. Por conseguinte, por (2), temos

[x] = [yl.
O

EXERCICIO 3.1:
Vamos adotar a demonstragao do teorema da dedugdo de Her-
brand realizada em 1930. Devemos provar por indugdo em i
que T, 4 1= Bi, tal que / < i< Desde ja observemos que,
em particular, parai = n, segue I’ =4 2 B.

Como vimos, uma demonstracio de A a partir de K é uma
sequéncia finita de fbfs B1, ..., Bi, ..., Bn, na qual cada Bi, 1 <
i = n, satisfaz uma das seguintes condigdes:

1. Bi é um axioma;

2. Bi pertence alX, A;
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3. Bi é obtida de fbfs anteriores por meio da regra de infe-
réncia MP, ou ainda;

4.Bi=Bn=A.

E necessario provar que, dada a demonstracio de B a partir
de, A, podemos exibir uma provade A _ B a partir deX. Su-
pondo que a prova de B a partir de X, A, tenha um tnico passo,
é possivel definir os seguintes casos:

1. B1 é axioma;

2.B1 KX, A;

3. B1 é o préprio A.

Portanto, parai=1, tal que 1 < i< n, temos:

Caso 1) B1 é um axioma.

1. + B é axioma
2. By D(ADBy) Ax1
3.FADB 1,2 por MP
4. THADB

Caso 2) Bl €T, Ae Bl é diferente de A.

1.TFB Membro de I’
2.I'B D (ADBy) Ax1
3.THFAD B 1,2 por MP
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Caso3) B1éA.

1LEFAD(ADA)DAID(ADADA)D(ADA) Ax2
2, f x‘l - [.r‘l 2 f‘l) - .r"l .r"l.l'l
3. | [-’1 JAD -"l] ] {4 2 1} 1,2 por MP
4 FADADA Ax1
5FADA 3,4 por MP
6.FAD B 5 pela hipatese
7.THAD B,

Suponhamos, agora, que a prova de B a partir de I, 4 tenha
mais que um passo, digamos n. Vamos supor, por hipotese de
indugdo, que o teorema da dedugao valha para todo £ < n. Ora,
nesse caso, para todo £ < n, uma prova de B a partir de I, 4
implica que B1,..., Bj,..., Bk, 1 < i < k, Bj satisfaz uma das
seguintes condicdes:

1. Bj é um axioma, ou;
2. Bj pertence a, A, ou;

3. Bj é obtida de formulas anteriores pela regra de inferén-
cia MP, ou ainda;

4.Bj=A.

Se for os casos de Bj ser axioma, Bj I"e Bj = A, ja provados
conforme os casos anteriores. Assim, 0 Unico caso ndo prova-
do ¢ aquele em que Bi ¢ uma consequéncia por MP de Bj e Bf,

tal que Bk tem a forma Bj — Bi, de modo que assumimos I |
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A D Biparaj, k<i.

Desta forma, pela hipétese indutival' =4 2 Bjel - 4
) Bi, segue I'A4 2 (Bj 2 Bi). Podemos
definirI' = 4 2 Bi se mostrarmos que {r
=4 2 Bj,T'+A4 2 (Bj 2 Bi) T4 2 Bi.Por con-
seguinte, temos

Caso 4 ) Sejam Bj e Bk, parai > jei > k, tal que Bk tem a
forma Bj — Bi

LI'FADB; Hipétese indutiva
2.I'tAD (B;jD B;) Hipétese indutiva
3.T'F(AD(B;jDBi))D ((ADBj) D (AD B;)) Ax2e Colordrio 1: (1)
4. THADB))D(ADB) 2,3 por MP
5. 'FADB; 1,4 por MP

Portanto, pelos casos analisados, se I, 4 B, entdo I'-A
JB.
O
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