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Prefacio

A estatistica bésica e sua pratica constitui uma introducio a
estatistica para estudantes de estatistica e psicologia I e I e tam-
bém os tépicos especiais em estatistica para o mestrado de Pos-
Graduacdo em Psicologia da Satide da Universidade Estadual da
Paraiba. Neste prefdacio, dou uma descri¢do do livro para permi-
tir aos professores julgarem se ele é adequado aos seus alunos de
graduagdo e pos-graduacio.

Em linhas gerais esse livro dar énfase ao pensamento estatis-
tico aplicado a psicologia; mais dados e conceitos, menos teoprias
€ menos receitas; promover o ensino ativo que € caracterizado como
métodos de ensino que fortalecem a formacao de vinculos democré-
ticos na relacao entre professor, alunos e contetido.

O livro € elementar quanto ao nivel da matemadtica exigida e aos
processos estatisticos apresentados, o livro tem como objetivo dar
ao estudante ndo s6 a compreensao das idéias fundamentais da esta-
tistica e psicologia como a habilidade necesséria para lidar também
com data-frame. Os exemplos e exercicios foram aplicados em psi-
cologia com objetivo de proporcionar fundamento suficiente. Com
freqiiéncia, faco conclusdes que sdo mais do que um simples nt-
mero (ou “o intervalo variada de tanto a tanto”). Alguns exercicios
exigem julgamento, além de célculos e conclusdes do tipo “certo
ou errado”. Tanto o estudante quanto o professor devem reconhecer
que nem toda parte do exercicio admite uma tnica resposta correta.

Os Capitulos 1 apresenta uma breve introducdo de intervalo de
confianca. O aluno tem a oportunidade de apreciar as distribui¢des
discretas e continuas. No capitulo 2 apresenta a construc¢do do in-
tervalo de confianga. No capitulo 3 apresenta algumas medidas de

posicao e dispersdo. No capitulo 4 apresenta uma introdugdo de in-

Estatistica e Psicologia 1 Edwirde et al.
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tervalo de confianca no SPSS. No capitulo 5 apresenta os intervalos
de confianca. Os demais capitulos trata-se de diversos intervalo de
confianca.

Queremos ainda mostrar aos graduandos e pds-graduandos como
incorparar os resultados das suas andlises e como interpretar os re-
sultados nos artigos. Tentamos simplificar conceitos complexos, e,
algumas vezes, bastantes complexos. Entretanto, ao facilitar existe
uma perda de acurdcia. Nos exercicios propostos apds exemplos
de célculos ajudario a resolver os problemas de intervalo de confi-
anca. Os conjuntos de dados para exemplos e exercicios constam
no préprio texto, de onde podem ser lidos para qualquer programa

estatistico além do SPSS, como por exemplo, o programa R.

Sobre o autor

Edwirde Luiz Silva Camélo é professor associado da Univer-
sidade Estadual da Paraiba, campus I em Campina Grande. Possui
graduacdo em Matematica pela Universidade Rural de Pernambuco,
mestrado em Biometria e doutorado (2007) em Estadistica e Inves-
tigacion Operativa pela Universidad de Granada (UGR) - Espafia.
Tem experiéncia na drea de estatistica univariada e multivariada
aplicado a psicologia da sadde, experiéncia em Redes neurais ar-
tificias. Possui vdrios trabalhos publicados na 4rea. Estou hebraico

biblico e hebraico moderno na UGR.
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Capitulo

Intervalo de confianca

1.1 Introducao ao intervalo de confianca

Um intervalo de confianca (I.C.) faz referéncia a probabilidade
de que o I.C. esté contido no parametro. Extraem-se amostras alea-
torias independentes da populacdo, 95% dessas proporcionardo um
intervalo que contém o verdadeiro valor do pardmetro, mas o esti-
mado estimado a partir de uma realizagdo amostral concreta, per-
tence a esse 95% que no caso contém o pardmetro com probabili-
dade 1, ou pertence a 5% do restante, em cujo caso contém o para-
metro com probabilidade 0.

1.1.1 Nocoes fundamentais sobre a estimaciao de inter-
valo de confianca

O intervalo de confianga descreve a variabilidade entre a me-
dida obtida em um estudo e a medida real da populacdo (o valor
verdadeiro). Corresponde a um intervalo de valores, cuja distribui-

Estatistica e Psicologia 1 Edwirde et al.
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1.1 Introducao ao intervalo de confianca

¢do é normal e em que se encontra o valor real de uma determinada

varidvel, com elevada probabilidade.

Definicdo 1.1.1. Seja duas estatisticas a(Xy,- -, X,) <b(Xy,--,X,)
com a(Xy,...,Xy) < b(Xi,...,X,) e um vetor o € (0,1). Suponha
que se verifica Pla(Xy,...,X,) < 0 < (X1,...,X,)] =1 —« para
todo 0 € ©. Entdo, para uma realizacdo especifica da amostra
X1,y X, diz-se que la(xy,...,x,),b(x1,...,x,)] € um I.C. para 0

com nivel de confianca 1 — a. O que se denota I.Cy_4(6)

Comecamos com uma defini¢do formal do que procuramos:
consideramos uma amostra Xi, - - -, X, de uma variavel aleatéria com
funcdo de distribuigdo F(,;0), sendo 6 € ® C R um pardmetro des-
conhecido.

Exemplo 1.1.1. Por exemplo, num estudo sobre a eficdcia de um
novo tratamento contra a ansiedade, os investigadores poderiam
recolher dados de uma amostra de pacientes e calcular de alguma
forma esse nivel de reducdo média da ansiedade no grupo de trata-
mento. Um intervalo de confianca de 95% para a redugcdo média da
ansiedade seria um intervalo de valores dentro do qual se espera
que a verdadeira reducdo média da ansiedade na populacdo esteja
com uma probabilidade de 95%. Isto significa que se o mesmo es-
tudo for realizado 100 vezes, aproximadamente 95 estudos terdo
a verdadeira média populacional dentro do seu intervalo de confi-
anca de 95%.

Existem duas formas bésicas de inferéncia, teste de hipdtese e
intervalos de confianca. Neste livro estudaremos apenas intervalo
de confianca.

O objetivo do intervalo de confianga é encontrar duas fungdes

de amostra (dependendo da amostra), 6/ e 65, para que possamos

Estatistica e Psicologia 1 Edwirde et al.
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1.1 Introducao ao intervalo de confianca

afirmar que o verdadeiro valor do parimetro (6) se encontra entre
esses pardmetros com uma certa distribuicao de probabilidade.
A probabilidade de que o valor verdadeiro do pardmetro esteja

no intervalo com nivel de confianca, denotado por 1 — ¢, é
PO <0<6;]=1—0

O valor de o é chamado de nivel de significancia ou risco assu-

mido, sendo « € [0, 1].

Com tudo isso, o intervalo formado por 6/ e 8,, é chamado de
Intervalo de confian¢aa no nivel 1 — @ do parametro 6. Ressal-
tamos que quanto maior o risco, o, maior € a largura do intervalo.

Existem duas formas basicas de inferéncia estatistica: intervalo
de confianca (I.C.) e no teste de hipdtese. No I.C. existe a estimacgao
pontual e a estimacao intervalar.

Devido a importancia que tem as populagdes normais, dedicou-
se esse livro especialmente no estudo dos intervalos de confianca
para seus parametros. A facilidade de cdlculo de quantidade pivotal
(fundamental) que apresentam essas populagdes fazem recomen-
davel a obtencgdo destes intervalos de confianca através do método

pivotal.

1.1.2 Algumas distribuicoes de probabilidades tedricas

Sabe-se que as distribui¢des de probabilidades tedricas depen-

dem de uma série de parAmetros. Vejamos alguns deles:

Estatistica e Psicologia 1 Edwirde et al.



1.2 Construcao da regiao de confianca 20

1.1.3 Distribuicoes discretas

Lei de probabilidade  Func@o de massa de probabilidade Pardmetros
Bernouilli PX =x] = p*q¢' ™ p
B(p) x=0,1; p+q=1 0<p<l1
Poisson P[X =x] =exp 71% A
P(A) x=0,1,2,-- A>0
Binomial PIX =x]= (") p*q"™ n,p
B(n,p) x=0,1,2,--- . m;;p+q=1 neN,0<p<l1
o - — O
ipergeométrica PX =x]= ) N.D,n
H(N,D,n) max(0,n — N+ D) < x < min(D,n) N.D,neN

1.1.4 Distribuicées continuas

Vamos a estudar as seguites distribui¢des continuas:

Lei de probabilidade Funcdo de probabilidade Parametros
Normal flx) = a%/ﬁ exp (—5%) u,o?
N(u,0?) —o0 < x40 LER, 0>0
_ e 2\~ )
t Student 1) = =5 (H—%) n
ty XER nenN
Qui-quadrada flx)= Wx”/z’l exp—x/2 o,p
(e, B): x2 ~T(n/2,2) x>0 a,f>0

1.2 Construcao da regiao de confianca

Seja X1, - - -, X, uma amostra procedente de uma populacio cuja
distribui¢ao depende de um certo pardmetro 8, e seja um estatistico
t =T(Xy,---,X,) cuja funcéo de distribuicdo de probabilidade é
representada por F(z,0). Vamos definir o que é uma estatistica.

Em muitas ocasides interessa manejar uma fun¢do da amostra

aleatoria no lugar de utilizar a prépria amostra.

Definicdo 1.2.1. Dado T (X, --,X,) uma massa aleatéria de uma
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1.2 Construcao da regiao de confianca

varidvel aleatéria com distribuicdo Fy, denomina-se estatistica a
qualquer fungdo T das varidveis aleatorias da amostra que ndo
contém nenhum valor desconhecido (T : R* — R* k), sendo k =
dimensdo da estatistica. Uma estatistica ndo é nada mais que uma
varidvel aleatoria que se obtem a partir de uma massa aleatoria.

Um valor especifico desta nova varidvel aleatoria quando se dispoe

de uma realizacdo (x1,---,x,) da amostra. Quem é uma estatistica
S1ouS?
1 (& 1 4
Si=— | Yai—68 | =—(10-6)=—
I o u u
55— 1 iz 652 1(10 6) t
= — X — = — — = — =
2T\ &N T, 4

Claramente se observa que S» € uma estatistica, ja S ndo € uma

estatistica.

Definicao 1.2.2. Quando se dispde de uma massa aleatéria com
valores no espago amostral (o",B"), a estatistica T (Xy,---,Xy)
com T : (", B") ~ (R, BX) é uma nova varidvel aleatoria. Isso faz
que se deva considerar sua distribuicdo de probabilidade, distribui-
cdo que indique com que probabilidade pode tomar essa estatistica

cada valor possivel.

Em geral, sempre que t seja varidvel continua F(¢,6) é uma va-
ridvel aleatdria com distribui¢ao uniforme no intervalo (0, 1). Cha-
manos Z = h(t,0), Z, o quantil a/2 e Z; o quantil 1 — . Eviden-
temente, se cumpre que para Vo:

P,(Zy <h(t,0)<Z))=1—-a

Define-se:

Estatistica e Psicologia 1 Edwirde et al.

21



1.2 Construcao da regiao de confianca

1(0,) =x/Z, < h(x,0) <ZR(t,0) =y/Z, < h(t,y) < Z,

Se 6, representa o verdadeiro e desconhecido valor do pardme-

tro entao:

t€l(6,,a)« 6, c€R(t,a)

Jd que t e 6, se pertencem, verifica-se que: Z, < h(t,6,) < Z;.

Por tanto,

P(tel(6,,a))=P(6, €R(t,a)) =P(Z, < h(t,6,) <Z))=1—«

Como conseguéncia R(t, o) é uma regido aleatéria (que de-
pende do valor que se obtém de t segundo a amostra), que tem pro-
bailidade 1 — o de “acampar” (juntar) no seu interior o verdadeiro
valor do pardmetro, assim constitue uma regido de confianca. Se a
funbgdo h(z, ) € mondtona em O para todo t, entdo a regido R(z, o)

€ um intervalo de confianca.

Exemplo 1.2.1. Suponha que o tempo que demora para uma as-
sisténcia psicologica eficaz seja uma varidvel aleatoria com distri-
buicdo exponencial. Calcular um intervalo de confiangca do tempo

medio para essa assiténcia psicoldgica.

O tempo médio da assisténcia é o pardmetro 6 da distribui¢ao

exponencial. Dada uma amostra de tamanaho n a estatistica t =
n

ZXZ' tem uma distribuicdo gamma com parametro n, conhecido,
i=1
que pertence a 8. A varidvel aleatéria serd: Z = %;VG > 0 tem

distribui¢dio x2 com 2n graus de liberdade (gamma de pardmetros
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1.2 Construcao da regiao de confianca 23

n e 2). Oa valores Z, e Z; sdo os quantis ¢¢/2 e 1 — o/2 da dita
distribuicdo. Entao:

2
1(6,,0) = (x/Zo < Ex < Zl>

R(t,a) = <y/Z0 < 2; < Zl>

E evidente que:

2t

E, portanto, temos:

2t 2t
PO, cR(t,a)) =P —<0,<— | =1~-
(6, €R(t,)) <21 <6, < Zo) o

Exemplo 1.2.2. Se a média de uma amostra de tamanho 10 tem

uma determinada média, entdo o 1.C. da média populacional com
nivel de confianca de 0,90 com Zo = 10,85 e Z; = 31,42. serd:

2.65 e - 2.65
31,42 = 7 710,85

1C. = =[4,14 <6, < 11,96]
Um estimador tem maior significacdo se vem acompanhado de

uma medida de precisdo. Uma das medidas tem suposi¢do de pro-
babilidade do tipo:

Py[|lV—0|<¢]

Sendo |V — 6] o erro de estimag@o, e € € uma cota superior para
este erro. Interessa também considerar uma cota inferior para essa

probabilidade. Assim, o erro € tem a seguinte forma:
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1.2 Construcao da regiao de confianca

PllV—-6|<e]>1-a, V6O

Podemos ainda reescrever da seguinte forma:

PpllV—e<O6<V+4eg]|>1—-a, VOO

Pergunta-se: qual € o intervalo que contém o verdadeiro valor
6 com probabilidade ao menos 1 — @? Sabe-se que tal intervalo é
[V—¢€,V+el.

Exemplo 1.2.3. Seja X uma varidvel aleatoria com distribuicdo
uniforme U(0,0), com 6 > 0. Sendo x = 1.80 encontre um I.C.
ao nivel de 1 — o para 0 baseando-se em uma observagdo apenas.
Faga como ponto de partida T(X) = X, cuja fungdo de densidade

dada por: f(x,0) =4, 0 <x < 0 simétrica em relagdo a E¢[X] =

6

5
Para encontrar o I.C. temos que:
0
Py |X—§|§k =1-a,v0 0
Subtrai k na inequagio acima, fina entdo:
0 0

O L.C. que produz a estiam¢ao mais precisa para 6 serd aquele

que fica entre [—%; +g], ou seja:

o 0 9/2—k1
¢ pylx<Z | = ~d
2 "‘[ ) ] /o 6"
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1.2 Construcao da regiao de confianca 25

o 0 01
— =Py |X>=-+k :/ —d.
2 a[ 2 ] 0/2+k 0 g

Resolvendo qualquer uma das integrais acima, encontramos k =

M. Substituindo em 1.2, temos:

0 0(l-o) 0 6(l-o)
P|=— <X< - =1-
[2 > sSX=3 + ) a, VO €0®
Resolvendo a inequacdo para 0, fica:
2X 2X
Pa[seg} S
—a o

Assim, o I.C. para 8 ao nivel de 1 — ¢ é:
2X 22X
2—a’ o
Exemplo 1.2.4. Para uma amostral x = 0,80. Qual serd o I.C. a
95%?

[ 2X 2)(] B [ 2.0,80 2.0,80

2—a’ a 2-0,05 0,05 } = [0,82;33]

Assim, o I.C. para a observacdo amostral x = 0,80, o intervalo
de confianga ao nivel de 95% ¢ igual a [0,82; 35].

Exemplo 1.2.5. Para x = 0,86. Qual serd o 1.C. a 90%?

{ 2X ‘ZX] B { 2.0,86 2.0,86

Depois de considerar o raciocinio por tras dos intervalos de con-
fianga, vocé aprenderd a construir esses intervalos para a média da
populacido quando soubermos ou ndo o valor de . Inicialmente,

vamos trabalhar com intervalo de confianca.
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O objetivo do intervalo de confianga é encontrar duas fungdes
de amostra (dependendo da amostra), 6; e 65, para que possamos
afirmar que o verdadeiro valor do parametro (8) se encontra entre

esses parametros com uma certa distribui¢do de probabilidade.

A probabilidade de que o valor verdadeiro do pardmetro esteja

no intervalo com nivel de confianga, denotado por 1 — ¢, é
PO} <0<6}]=1-a

O valor de o € chamado de nivel de significancia ou risco assu-
mido, sendo « € [0, 1].

Com tudo isso, o intervalo formado por 87 e 67, é chamado de

Intervalo de confianca no nivel 1 — o do pariametro 6.

Nota: Ressaltamos que quanto maior o risco, ¢, maior ¢ a lar-

gura do intervalo.

Exemplo 1.2.6. Para x = 0,78. Qual serd o 1.C. a 95%?

1.3 Caracteristicas de uma distribuicio amos-

tral

* Aproxima-se de uma curva normal (desde que o tamanho da

amostra seja razoavelmente grande, ou seja, N > 30)

* A média de uma distribui¢do amostral (a média das médias)

¢ igual a verdadeira média populacional (u)
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1.3 Caracteristicas de uma distribuicao amostral

* O desvio padrao de uma distribui¢do amostral (o3z) € menor
do que o da populagdo (o). A média amostral é mais estdvel

do que os escores que a compde.

1.3.1 Erro padrao da média

E definido por (o). Desvio padrio das amostras. Medida de
quao representativa a amostra poderd ser da populacdo. Na reali-
dade ndo podemos selecionar centenas de amostras para construir
uma distribui¢do amostral. Técnica para estimar o erro padrdo a
partir do desvio padrao da amostra(s): Dividir s pela raiz quadrada
do tamanho da amostra (N).

op = % —EP

Além de nos fornecer uma ideia da diferenca entre a média da
amostra (X) e a média populacional(i). Com ajuda do Erro Padrdo
da Média podemos estimar a probabilidade de nossa média popula-
cional situar-se realmente dentro de um intervalo de valores médios
a Conceito de intervalo de confianca.

Como encontrar um intervalo de confianca? Se selecionarmos
100 amostras aleatdria de idosos estressados, calcularmos a média
e, depois de determinarmos o intervalo de confianga para aquela
média, 95% dos intervalos de confianca conterdo o valor real da

média populacional.
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1.3 Caracteristicas de uma distribuicao amostral

Tabela cla Distribwiche Normal Podrds BeLs6
AZez) 1.9 linha 196
0,06 cobuna -~

[00[ 05000 0304 05080 03120 05160] 05199
31| 05396 05438 05478 05517 05557] 0559
& 03793 o363 osem| o39io] o3948] 03967
03| 06179 06217 06295 06293 06331 06368
o4 0s%%a 05891 osezs uaeu 0,6700] 0673s|
0.8 06915 06950 06503 07015 07054 PP~
o8| 07257 07291 07324 nm? 0,7385) n_nzz K Lembre.se foi foi 5%
o7 o mm 07673 0.7704] 07734[ o 07794| 0 ¥ Para ser bicaudal: $%,2
0.8 o‘m: 0.7967] 0.79%5| 0B0z3| 08081 08078 08108] 08133 f2215%
o8 oar mﬁm 0,8238] 08204] 08289 08315 0A340] 08365
1.0 0841 mmm- 0,8531] |08 8577 08599
1.1] 08643 08665 08686 0.8708] 08729 06749 'Ejm um 08810
086 -JEEE-IIEE 08944/ .I 4 a.mm ;
09032 09049 09 0.9082] 09099 0,9115| | ossd| 0977
09152] 09207 Gozz2 ﬂﬂ-m-ﬂ' 05319
8 09332] 09348 09357 09370] 09382) | Oi34be] _09418] 6 9425] 09441
| 09452 09463 09474 mmmmmnlsﬁzg 09545

4.8 0941 09645 09656 09664 09671 09678 09588 09693 09699 09706
:?;::—-—: 9 09713 09716l 09T/ r381—0 9744 TR 0.9756] 05761 09767
2.0 05772 og7re| o973 09788 09793 os7es 080y ogecs| oseiz| oserr

09834] 09838

Assim, 95%+1.5% =
0,9750%

o,
2,1 09821 o982 098 09842 0,984 0.9850| 09854| 09857
2,2 09061 09864 039868 09671 09875 09878 09881 09884| 0,9887) 09890
2,3 05093 09894 09898 05501 0.5504 09904 o% 09911 05913 09916
2.4 09918 099200 09922 09925 05927 09929 0593 09532 05934] 0953
2.8 09938 o 09941 09943 0.9945] 09946 0.9948] 09945 05951 09952
2.8 0953 o [T 05957 0595 059e0] 0%l 0992 05%63] 09564

Figura 1.1: Normal padranizada

O valor 1,96 é um valor de z importante, pois 95% dos esco-
res de z estdo entre -1,96 e 1,96 que tem um desvio a esquerda de
U —20 e um desvio a direita de 4 20, sendo s o desvio padrao
amostral do desvio padrio populacional o.

Z:X—X

S
Assim, os valores de -1,96 e +1,96 serdo:
—X X—X

~1,96=
N S

1,96="2

Multiplicando ambos os lados por s, temos:

1,96s =x—% — 1,965+ %
Assim, temos:

* Lj,s. = limite inferior do intervalo de confianga: x —1,96.EP
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1.3 Caracteristicas de uma distribuicao amostral

* Ly, = Limite superior do intervalo de confianga: ¥+1,96.EP

1.C.(95%) =%+ 1,96.EP  1.C.(99%) = X+2,58.EP

Distribuicao normal reduzida — estude esses percentuais obser-
vando os valores na Tabela Z. Uma grande vantagem de assumir
uma forma normal para uma distribuicdo é que muitas grandezas
imporantes podem ser obtidas de maneira simples a partir de tabe-
las ou softwares. A Figura 1.2, por exemplo, mostra a posi¢io da
média e trés desvios-padrdo do lado esquerdo e do lado direito da
média. A partir das propriedades matemadticas da distribui¢ao nor-
mal , sabe-se que 95% da populacio estard abarcada no intervalo
dado pela média + 2 desvios-padrao, e 99,7% no centro & desvios-

padrio.

fx)

n—-3c p- n—o N pt+o pu+20 pw+ 30 x
| ‘4*68%44 ‘

| 95% |
| 99.7% |

Figura 1.2: Distribui¢cdo da varidvel aleatéria normal padronizada

Exemplo 1.3.1. Digamos que tenhamos coletados de forma ale-
atoria uma amostra de tamanho (N = 100), com média amostral
x = 3800 e desvio padrdo amostral, s = 1500. O erro padrdo (EP)
¢ dado por: EP = 1500/+/100 = 150. Com esses valores os I.C.
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30

serdo:

* Limite inferior do intervalo de confianga = 3800 — (1,96 x*
150) = 3506 = Ljy,y.

* Limite superior do intervalo de confianca = 3800 + (1,96
150) = 4094 = Ly,

Interpretagdo: Nesse intervalo contém a média populacional
(1) da populagdo com um erro de 5%, podemos dizer que entre
o intervalo 3506 e 4094 tem 95% de chance de conter a média po-
pulacional, (u).

Exemplo 1.3.2. Em um estudo sobre longevidade se analisaram as
idades de 489 aposentados. Obtendo-se uma média de idade 72
anos com um desvio padrdo de 8,6. Entre que valores se situam

68% proximo da média?

Se 68% se situam proximo da média isso significa que cada lado

se encontra a metade de 0,68 que € 0,34.

Figura 1.3: Z para uma érea de 0,34 € 0,99
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Substituindo em Z = X%X, temos: +0,99 = Xg;gz‘ Assim,

X_inf. = 72 - (0,99.86) = 63,48
X =72+(0,99.86)

X_sup.=72 +(0,99.86) = 80,51
Portanto, o valor 68% se situa entre 63,48 e 80,51.

Exercicio 1.3.1. Em um estudo sobre inteligéncia naturalista (cui-
dados com os animais, cuidado com as plantas e ciéncias) se ana-
lisaram as idades de 400 estudantes. A média das idades foi 72
anos e o desvio padrdo foi de 8,1. Entre que valores se situam 70%

proximo da média?

Exercicio 1.3.2. Em um estudo sobre a inteligéncia lingiiistica ana-
lisaram as idades de 356 idosos. A média das idades foi 68 anos e
um desvio padrdo de 7,6. Entre que valores se situam 81% proximo

da média?

1.4 1.C. para Média de uma distribuicao Nor-

mal com variancia conhecida
Sabemos que nas condigdes iniciais, X ~ N (U, %), portanto:

i-p

[0

v

Como Z é N(0, 1), podemos escrever:

7 =

~N(0,1)

P[—Z%<Z<z%} —1-a
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variancia conhecida
F-p
o ‘%‘] =l-o
N

Resolve de modo que o u fique no meio da inequagdo.

Pl—

Q

_ o _
P|:—thn—x< —‘u <Z«21\/ﬁ—x]

(9 (&
P[Z«x+i>u>—Za +x}
2 n 2

_ o _ (o
P|:X—Zgn <H<X+Zg\/ﬁ:|

O intervalo de confianga no nivel 1 — o para a média de uma

populacdo normal com varidncia conhecida é:

i} c |
T %7 24

Assim, o I.C para u populacional tem a seguinte forma:

<u<x+Zg =l—-«a

f f

Para o caso de populacdes finitas, usa-se a seguinte férmula:

P|:X Za

> m\VN=—1 S mV N1
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1.4 I.C. para Média de uma distribuicao Normal com
variancia conhecida

w7 ,"J o kY af2
Lo Zos2

Figura 1.4: Distribucdo Z padronizado

Considere ainda a seguinte proposicao:

Proposicao 1.4.1. Se X é uma estatistica com média amostral de
uma amostra aleatoria de tamanho n de uma varidvel aleatoria
com distribuicdo N(W;c?), a distribuicdo na amostra dessa esta-

tistica é N(u,c?/2).
Da proposi¢ao segue que:

_X-u
‘= olym

Se considera X uma varidvel aleatéria X ~ N(u,0?2), —oo <

U < +oo, 62, da qual se extrai uma amostra aleatéria de tamanho n,
X = (X1, --,X,). As estatisticas a utilizar para obter o I.C. para u

serao:

_X—u X—u
SN TN

Caso o seja conhecido ou desconhecido. Para encontrar o I.C.,

no caso da variancia conhecida precisa-se encontrar:

c(00)/P [\ij s c<a>] —1-a

Operando no sucesso anterior, chaga-se a:
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1.4 I.C. para Média de uma distribuicao Normal com
variancia conhecida

Em que o I.C. serd dado por:

P{X—da)G;X+da)G

AR

Sendo ¢(or) uma constante cujo valor se determinard conside-

rando a distribui¢do de Z ~ N(0,1). Assim, o I.C. para i conhecida

o

(e}
o i o ]

O valor da abscissa z, sob uma N(0, 1) deixa a sua direita uma
area «.

Fazendo Cy = C; = z5/2. A longitude desse intervalo sera:

Pretende-se encontrar o intervalo 1.4 usando o método dos mul-

tiplicadores de Lagrange, sujeita a condi¢ao:

PICI <N <G =1 —a

Assim, devera buscar o minimo de:

x=-(c CHJUQ L exp(—ta?)da—(1-a)

=—(C— exp(—za“)da—(1—
N c-1V21 P73

Encontrando a primeira derivada de gg SCN e 5:, temos:
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variancia conhecida

O N c 1

6C2 f fexp( CZ) 0

OX c N

5C1 f fexp( Cl)_o
Cy 1

1,
ex ——a‘da—(1—a)=0

Das duas primeiras derivadas se obtem:

1C2

12
e 272 =e¢ fcl

Ou seja, C? = C3 as solugdes sio:

* () = (,, incompativel com a existéncia do intervalo posto

que faz sua longitude nula, D =0

* C; = —(;, conduz que o intervalo de longitude minima seja
simétrico em uma distribuicéio N(0; 1), ou seja, o formato pe-
los opostos (—C;C).

Assim, o I.C. para a média 4 de uma populagdo N(u;c) com

o conhecida € o mesmo visto na 1.4:

Exemplo 1.4.1. De uma populacdo N(U;3) se extrai uma amostra
n=25
aleatoria simples de tamanho 25, sendo Z X; = 100. Determinar
=1
0 L.C. de 95% para a média da populagao

_ 100
X=—"=4
25
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variancia conhecida

E, por outra parte, em uma N(0,1) se P[-C < N(0;1) < 1] =
1—-5% =0,95. Sendo C = 1,96; o I.C. para a média 4 com uma

confianca de 95% ser4;

4— 1,96\/3275 <u< 4—|—C\/3275 =[2,82;5,17]
Exemplo 1.4.2. Determinar a altura média dos valores de 100 es-
tudantes que tem ansiedades (que segue uma distribuicao normal),
tomou uma amostra aleatoria de 10 deles em que tiveram as se-
guinte medidas em centimetros: 162, 176, 169, 165, 171, 169, 172,
168, 167 e 175. Determinar o valor da altura média da populagdo

com uma confianga de 95%, suponha que ¢ = 4.

Um estimador pontual da média da altura u é a média x =
(162+---+175)/10 = 169,40, mas ndo se sabe como de precisa
é. Comon=10e a =5%. O I.C. para a média populacional, u,

sera:

4 4
169,40 —1,92——: 169,40+ 1,92——
V10 V10

Assim, com base na amostra, espera-se que este intervalo seja

— [166,9;171,8]

um dos 95 de cada 100 que contém a média L, ou seja, a altura
média € um ndmero entre 166,9 e 171,8 com uma confianga de
95%.

Exemplo 1.4.3. Um empresdrio quer testar, com base nos dados
do quadro a seguir, e para um nivel de significincia o = 5%, se o
gasto médio de limpeza de cada clinica psicologica estd proximo
de R$1055,00. Das vdrias clinicas foi retirada uma amostra de

tamanho 20 de onde obteve os seguintes valores em real de gasto
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variancia conhecida

com limpeza.

903,88 1036,92 1098,04 1011,26
1020,70 915,38 1014,53 1097,79
934,52  1214,08 99345 1120,19
860,41 1039,19 950,38 942,83

936,78 1086,98 114494 1066,12

Tabela 1.1: Gastos com limpezas em clinicas psicoldgicas

Construir um 1.C. para a média populacional dos gastos. Supo-
nha que os gastos se distribuam numa normal. O grau de liberdade
serd gl.=n—1=20—1=19 com um nivel de 90% de confianca.
, ou seja, (1 —a)100 = (1 —5%)100 = 0,95.100 = 95%.

_ S — S
IC(ul—a)= (X —tyn—:3X =
a0 (5 )
91,37 91,37
10(;1,10;):(1019,372,093 27.1019,37 + 2,093 )
V20 V20

Assim, 0 IC(u, 1 — ) = [976,6;1062, 13).

Como: IC de 95% = X F2,093EP. Observando o valor ty_ 1,5%/2 =
2,093 (bicaudal) (ver na Tabela da distribuicdo t de Student). Se o
tamanho da amostra fosse n > 30 usaria a distribuicdo Z.

o Lins. = 1019,3885 — 2,0938 % 20,43065 = 976, 60.
o Ly, = 1019,3885 42,0938 % 20, 43065 = 1062, 13.

Assim, P(976,60 < u < 1062,13) = 1—10% = 0,95 = 95%,
ou seja, a média populacional com 95% de acerto estd neste inter-
valo.
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1.4 1.C. para Média de uma distribuicio Normal com 38
variancia conhecida

Aplica-se para grandes amostras, ou seja, n > 30. Lembre-se

que a estimativa do valor desconhecido pt é X e a margem de erro é

2
Na Tabela 1.4 podemos encontrar alguns valores de z.
Nivel de confianca  Area da cauda z
90% 0,05 1,645
95% 0,025 1,960
99% 0,005 2,576

Tabela 1.2: Trés niveis de confiangca mais usados

Exemplo 1.4.4. Encontrar os seguintes I.C. para a média popula-
cional com varidncia conhecida. Suponha qua a amostra é extraida

de uma populagdo que tem distribuicdo normal.

1. Estabelecer um IC de 95% de confianca para a média popu-
lacional. Dado X = 141, 6 = 5,73 e n = 30.

2. Estabelecer um IC de 90% de confianca para a média popu-
lacional. Dado X = 141, 6 = 5,73 e n = 34.

3. Estabelecer um IC de 92% de confianca para a média popu-
lacional. Dado X =90, 6 =4,1 e n = 38.

4. Em determinada populagdo, a quantidade de homens com
transtorno de ansiedade € distribuido normalmente com um
desvio padrdo de 16. Uma amostra aleatdria simples de 36
homens adultos € sorteada dessa populagdo, obtendo-se uma
média amostral de 78,2. Construa um intervalo de confiangca
para a média da quantidade de homens com transtorno de an-

siedade dessa populagdo. Faca a = 5%.
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1.4 1.C. para Média de uma distribuicio Normal com 39
variancia conhecida

5. Considere os dados que correspondem a quantidade de pes-
soas que tem o mecanismo de defesa fantasia. Sendo X =
151,9 e 6 = 10.(Exemplo ficticio).

137 154 159 155 167 159 158 159 152 169
154 158 140 149 145 157 160 155 155 143
157 139 159 139 129 162 151 150 134 151

a) Construa um intervalo de confianga, a 95%, para a média

da populagdo de todas as pessoas que usam mecanismo.

b) Construa um intervalo de confianca, a 90%, para a média

da populagdo de todas as pessoas que usam mecanismo.

6. Considere os seguintes dados:

12 10 14 20 21 13 18 14 16 14
10 11 19 31 18 17 18 19 37 18
20 10 19 29 19 21 21 24 24 26
229 20 29 17 21 24 24 24 21

a) Estabeler um IC de 90% de confianca para a média popu-

lacional.

b) Estabeler um IC de 95% de confianga para a média popu-

lacional.

¢) Estabeler um IC de 96% de confianca para a média popu-

lacional.

d) Estabeler um IC de 99% de confianca para a média popu-

lacional.

7. Em 30 cidades de um estado foi colhida uma amostra alea-
téria de jovens ansiosos apds pandemia, obtiveram-se 0s se-

guintes dados:
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1.4 I.C. para Média de uma distribuicio Normal com

variancia conhecida

40

10
10
14

11 11 11 1
11 19 14 1
14 14 14 1

2 13
8 17
4 15

18
18
15

14 16 14
19 13 18
15 16 16

(a) Construir o I.C. para a média, sendo @ = 5%.

(b) Construir o I.C. para a média, sendo o = 10%.

1.4.1 No SPSS

Inserir os dados no SPSS e seguir os passos abaixo.

Gastos
102070
34,52
5041 SV LSRN - P NATSICS Lo EQDT
o # View Data Transform Analze DireciMarkeing Graphs  LUNliies Add-ons  Wini
1036,92 mm O, m Repaors. ] H E
— | o
E H i=l Descriphs Stassies b | [ Frequencies..
121408 903,88 Tables ' | [ pescnpiives. =
:2;:;: _| cases var Compare Means LY Elphl‘
it 903,88 enersiLinaruoel |
IOHI"S 020,70 Ganeraligad Lingar Modsls + -
5 [ Ratio...
345 94,52 Mixed Models b -
=0 86041 Comalate y | EEPPts..
19405 936.78 Regression b E P,
101,26 1036.52 Loglingar J
108778 915,38 Heural Networks J
112019 1214,08 T '
181 1059.19 Du'vunj-nn Resuction b
1086.12 1085.98 o
903,88
w0 | B .\H/
034 52
, Dependent List S
.41 o Gastos s =
936.78 - (s |
e 2 Lgptons.. |
s f— o
121408 ™ - I \
103,19 [ explore: Statistics x
108698 !
oes0 o | weigasese # Dscetd \/
Con 85 % |
1014.53 Desplar |
4545 U-sstmators
15038 & Boin O Stghistics O Phts. Dutliers.
L] (0% ) (pase ) gese] [cancat| i ] | E7

101,26
097 79

(Cortee) _conet | bt |

Figura 1.5: Intervalo de confianga e outras estatisticas no SPSS

No output do SPSS temos:
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1.5 I.C. para Média de uma distribuicdo Normal com
variancia desconhecida

41

Media amostral
Descriptives

Stattc P ot Eror o pacedo £

Gastos  Mean 10193665 | 20,43065 1

95% Confidence Interval Lower Bound 976.6067

for Mean — IC

Upper Bound 1062.1 202

5% Trimmed Mean 1017 2822

Median 1017 8150

Variance 8348,227

Stel. Deviation 91, 36863

Minimum 86041

Madmum 121408

Range 35367 amglitude = Valor Max - Vslor Min

Interguartile Range 157,05

Skewness _739’-—\_,_5_1_2_

Kuriasis gl 990 | osimenis

Kurtose

Figura 1.6: Output do SPSS

Para o caso de populacdes finitas, usa-se a seguinte férmula:

_ s |[N—n _ s N—n
P\ X—typ—\——:X+tyn— =1-
a/Z\/ﬁ N_l’ +(x/2\/ﬁ N—1 (04

Sendo N o ntimero do tamanho populacional € n o nimero do

tamanho amostral.

1.5 LC. para Média de uma distribuicao Nor-

mal com variancia desconhecida

Se ndo conhecemos a varidncia da populagdo, ndo podemos
usar a estatistica Z como no caso anterior. Usa-se entdo a distri-
buicdo t de Student (T).

Esta estatistica é conhecida por seguir uma distribuicao t de Stu-
dant com n-1 graus de liberdade.

Sendo o procedimento de cdlculo idéntico ao anterior, resulta o
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1.5 I.C. para Média de uma distribuicio Normal com 42
variancia desconhecida

intervalo de confianga para a média de uma populagdo normal com

variincia desconhecida, no nivel 1 — ¢t/2, da forma:

_ S S
X _t(n—l;l—%)%;x+t(n—1;1—%)%
com tnil;lil—Ta o valor x tal que, P[t,— ] < x]=1— %
Sendo S é o desvio padrio amostral. Sabendo que X e s sdo

independentes, tem-se que:

X— .
~5r/n~N(01)

X —
Tu\/ﬁrvt"_l s2 2
(I’l— 1)? ~ Xn—1

Sendo ¢, representa a distribui¢do t de Student com n-1 graus
de liberdade. Expresando em termos de variancia, $2, tem-se como

se observou acima.

_ S S
IC(p,1-a)= <X —t(nl;la/z)\/ﬁéx—i‘fa/z\/ﬁ)
Exemplo 1.5.1. Considere a seguinte amostra: 55,95; 68,24; 52,73;
21,50; 23,78 retirada de uma populagdo normal. Estabeleca um in-

tervalo de 95% para essa amostra X.

A média e os desvio padrido valem ¥ = 4,44 e s = 20,741, res-
pectivamente. O grau de liberdade é gl =n—1=5—1=4. Para
95% de confianga o valor t,,, = 2,776. O L.C. seré:
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1.5 I.C. para Média de uma distribuicio Normal com 43
variancia desconhecida

s
IC = X+
Xtr ]
20,741 20,741
1€ = [44,44—2,77620 7 44 aa 10 7762074,
V5 V5
IC = [18,69;70,19]

Exemplo 1.5.2. Apartir de uma amostra de tempo de recuperagdo
de um transtorno afetivobipolar cujos periodos de duracdo (em ho-
ras) se observa na tabela abaixo. Pede-se um 1.C. de 95% para o

tempo médio de recuperagdo desse transtorno.

386 432 429 378 440 434 503 480 345 427
436 429 451 466 392 422 412 507 480 433

Tabela 1.3: tempo de recuperacdo de um transtorno afetivo bipolar

Tendo que X =434,2, S = 40,63 e que para & = 0,05 e n = 20
é Li-1;1-¢ = 2,093. Assim, o I.C. sera:

_ S
IC = [X+1—
[ \/ﬁ]
40,63
IC = [434,2+2,093——]
V20
IC = [415,2;453,21]

Exercicio 1.5.1. Numa populagdo obteve-se desvio padrdo de 1,30
com uma amostra aleatoria de 120 elementos. Sabendo que para
essa mesma amostra obteve-se uma média de 6, determine o valor

mais provdvel para a média dos dados. (Resp. X =640,11)
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1.5 I.C. para Média de uma distribuicio Normal com 44
variancia desconhecida

Exercicio 1.5.2. Como interpretar um intervalo de confianca de

95% para a média populacional?

Exercicio 1.5.3. Uma amostra aleatéria 9,8,12,7,9,6,11,6,10,9 foi
extraida de uma populacdo normal. Construir um I.C. para a média
ao nivel populacional com 95% de confianga. (Resp. P(7,27 <u <
10,13) =95%)

Exercicio 1.5.4.

Uma amostra de tamanho 9, extraida de uma populacdo normal.
Teve uma média, X =1 e S = 0,264. Construir um I.C. de 98 e

95% de confianca para a média populacional.

Exercicio 1.5.5. Uma amostra de tamanho 16, extraida de uma
populacdo normal. Teve uma X = 1,2 e S = 0,364. Construir o IC

de 97 e 95% de confianca para a média populacional.

Exercicio 1.5.6. Dado a idade de 29 idosos. Encontre o 1.C. para
média populacional considerando que a idade dos idosos se distri-

bui numa normal.

78 99 87 89 69 87 89 87 68 87
81 82 92 93 99 87 87 94 99 &9
9% 89 97 98 94 91 89 89 87

Tabela 1.4: Idade de 40 idosos de uma clinica

Exercicio 1.5.7. Dado a idade de 20 jovens que usa o mecanismo
de defesa intelectualizacdo. Encontre o I.C. para média populacio-

nal considerando que a idade dos jovens se distribui numa normal.
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1.5 I.C. para Média de uma distribuicio Normal com 45
variancia desconhecida

23 25 18 21 24 23 24 25 23 21
24 30 25 21 25 28 26 24 28 26

Tabela 1.5: Idade dos 20 jovens

Exercicio 1.5.8. O tempo de reacdo de um novo medicamento con-
tra ansiedade pode ser considerado como tendo distribuicdo nor-
mal. Pretende-se fazer inferéncia sobre a média que é desconhe-
cida obtendo um intervalo de confianca para média populacional.
Vinte pacientes foram sorteados (amostras aleatérias) e tiveram
seu tempo de reagcdo anotado. Os dados foram os seguintes (em

minutos):

29 34 35 41 46 47 45 38 53 49
48 57 58 5 34 59 63 46 55 62

Tabela 1.6: Tempo de reacdo de um novo medicamento contra an-

siedade

Exercicio 1.5.9. Considere o grau de transtorno (suponha que va-
ria de 1 a 20) de 100 jovens. Um histograma obtido tem forma
aproximadamente Normal. A média amostral e o desvio padrdo
amostral foram s = 74 e X = 2,34, respectivamente. Construir um
intervalo de confianca para esse grau de transtorno médio popula-
cional. Adote o = 5%. Resp. IC = [73,54;74,4586].

1.5.1 Regiao de confianca para a média u e a variancia
02 de uma normal

Seja uma populagéo N(u; o) e retira-se uma amostra aleatéria

simples de tamanho n e considera-se os estimadores de médxima

2

verossimilhanga: p = ¥ e 62 = s2. A regido de confianca é:

Estatistica e Psicologia 1 Edwirde et al.
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variancia desconhecida

pl(u;6?) ERESH)] =1—a

Pelo lema de Fisher-Cochran as estatisticas X e nS? sio varia-
veis aleatdrias independentes, usando essa circunstancia determina-

se a regido de confianca:

Pl(u;0%) €R(X;5%)] =1 — o = P[u € R (X)]P[6? € R2(nS?)]

P(X’—CG SuXJrCG)
n

7 v
ns? - n52>
Pl —=<0X+—-
<\/C2 G

Em que R; e R, representam os correspondentes 1.C. para os

2

parametros (L € -, respectivamente.

Para determinar as constantes tabuladas C, C; e C, se considera

o seguinte critério:

Sendo:

PlCi<xy(n-1)<G)=VI-a

A regido de confianga obtida graficamente é:
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a

2
o . ¥—u)? =0c2—
] F-w? =

Figura 1.7: Regido de confianga entre C| e

1.6 Intervalo de confianca para a variancia

O I.C. para a variancia de uma populagdo normal (Xi,---,X,)
uma variavel aleatéria de uma populagio N(u,c?) cuja varidncia

o se pretende estimar. Sabendo que a varidncia amostral é definida

n
por §* = 1.} (X; — X). Sabe-se ainda que Q = (LS Xois
i=1

(o)

sendo )(371 a distribui¢do qui-quadrada de (n-1) graus de liberdade.
O I.C. a um nivel de confianga de (1 — o) 100% sera:

[LI,LS] = [C;,C,] sendo necessario calcular o valor de C e C».
Entao:
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1.6 Intervalo de confianca para a varidncia

Sabendo que Q0 = (";712)52 ~ ngl’ temos:

P(xi ¢ <Q<yxs)=la

Assim, temos que: P(Q < 95127%) =J%eP(O< X%) =1-

a
2
(n—1)$* (n—1)$*
o Xi-g o Xg
Entdo os valores de C; e Cy serdo:
n—1)82 n—1)82
Q:LTJ* QZL‘%*
Xl,% X%

O intervalo de confianga no nivel 1 — ¢ para a varidncia de uma
populacdo normal com média desconhecida sera:

[ (n—1)s* (n— 1)s2]
2 )
Xin-11-2) Xn-1,9)

Para facilitar a busca dos valores tabelados para I.C. para a va-

ridncia, vamos considerar o seguinte I.C. para variancia.

_ 2 _ 2
P((n;)sgczngws) g
Xsup Xjnf

A amplitude do intervalo é:

-1 2 -1 2
A=LS—PI=C,—¢ = M= (1 =D)S
Xin-11-2)  Xin-1,9)

(n=1)S*(Xa /2= X1 —a)
Xi-aXs
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1.6 Intervalo de confianca para a varidncia 49

1.6.1 Intervalo unilateral a esquerda a um nivel de con-
fianca de (1 — @)100%

O intervalo é [0,LS] = [0,C]. Sendo LS o limte superior de
confianga. Encontra-se o valor de C da seguinte forma:

2
(o] C
P(szfsz): e

_ 2
P<Q<('1C1)S> =S PO<Y o) =0

(n—1)s2) 5 (n—1)8?
S~ 7 :x_ @Czi
< C 1-a 112705

Sendo que Xlzf o € 0 quantil apropriado da distribui¢do )(,371 ou

seja, P(Q < X]z_a) = a. Logo, obtem-se o I.C. pretendido:

(n—1)8?

1.6.2 Intervalo de confianca unilateral a direita a um ni-
vel de confianca de (1 — a)100%

O intervalo é [LI,0| = [C,0|. Sendo LI o limte inferir de con-

fianga. Vamos encontrar o valor de C.
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1.6 Intervalo de confianca para a varidncia

f(525) 1m0
P((n_ai)s2 < ("_CI)SZ) —l-a
P(Q_ ("CDSZ> —1-

(n—1)$* ~ (n—1)8?
c = 23

Sendo que x2 é o quantil apropriado da distribuigio )(,%7 | ou
seja, P(Q > x2) = o< P(Q < x2) =1 — a. Logo, obtem-se 0 I.C.
pretendido:

i

Resumindo do I.C. para a varidncia serd:

* I.C. para 6> com média populacional i conhecida:

n

i‘i(Xi —u)?* Y (Xi—n)?

il

1.C.=

bl

Xr%;oc/2 Xr%;lf(x/Z

O valor de ;.o = abscissa que sob uma y? deixa 2 sua direita

uma area Q.
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1.6 Intervalo de confianca para a varidncia 51

Exemplo 1.6.1. Suponha que uma psicéloga coletou os se-

guintes nimeros:

302 299 299 305 3,00 3,01
301 299 297 297 3,02 298

Tabela 1.7: Uma amostra de 10 niveis de ansiedade

Sabe-se que a média populacional, |1 = 3, coletou-se 12 in-
dividuos que tem ansiedade aleatoriamente e que se modela

mediante uma varidvel aleatoria Normal. Considere o ni-

vel de confianga do intervalo 1 — o = 0,99, onde )|y’ 7=
x?zoos 28,3 (observando o valor na tabela X com 12 graus

de liberdade a 0,005, e Xllz 1%/2 _ )(11 0,995 = 3,074 (obser-

vando o valor na tabela x* com 12 graus de liberdade a

0,995.
n ) n 5 12 5 12 5
Y Xi—w)? Y (Xi—u) Y Xi—3)* Y (x;—3)
1C — | = =1 _|i= =1
%ia/z %r%;l—a/z 28,3 3,074

0,006 /0,006
’ 14 442
\/28,3 \/3074] [0,0146;0,0442]
Pode-se dizer entdo que, en 99% dos casos, esse 1.C. contém

o verdadeiro valor de &

+ Intervalo para 6> com média populacional u desconhecida:

B 2 B 2
[C. — (n—1)S ; (n—1)S
Xn—1:1—a/2) X(n—1:0/2)
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1.6 Intervalo de confianca para a varidncia 52

Em termos da variancia S2, tem-se:

2 2
IC — nS : nS
Xn—1:1—a/2) X(n—1;/2)

Exemplo 1.6.2. Considere o caso de n = 12 pessoas com
distiirbios de desenvolvimento selecionadas aleatoriamente,
mostra uma varidncia amostral de 0,22. Construir um 1.C.

para a varidncia a um nivel de confianca de 95%.

Exemplo 1.6.3. Sabe-se que o peso por comprimido de um
certo medicamento se distribui segundo uma normal. Com
objetivo de estudar a varidncia da distribuicdo, extraem-se
uma amostra aleatoria simples de tamanho 6. Sabendo que
a varidncia amostral é 40, pretende-se estimar a varidncia

populacional mediante um intervalo de confianca de 95%.

Como  é desconhecido, um I.C. para 62 é dado por:

ICI_a(GZ) =

)

nS? ) nS?
2 2

Xin—1:1-a/2) X(n-t1;a/2)

Aqui, & = 10%, n = 6, S* = 40. Assim, 3,05 = 11,07 ¢

x52;0705 =1,145. Assim, o I.C. sera:

6.40  6.40
11,07° 1,145

1.Cy90(0?%) = [ } = [21,68:;209,61]

Exemplo 1.6.4. Vamos admitir uma distribuicdo normal. A idade
de 10 pacientes, com variancia S* = 25. Pede-se construir um IC

para a varidncia populacional ao nivel de 90%.

Temos: n=10,5>=5,¢9=(n—1)=(10—1) =9 e com nivel
(I — t)% = 90%. Consultando a tabela x;l:n—l temos:
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1.6 Intervalo de confianca para a varidncia

Distribuicdo Qui-Quadrado

gl 0395 0930 0975 0,025 0010 0,005
1 0000 0000 0,001 5024 6635 7879
2 0010 0020 0,051 7378 9210 10,597
3 0072 0115 0216 9348 11345 123838
4 0207 0297 0484 11,143 13277 14,860
5 0412 0554 0831 12,833 15,086 16,750
6 0676 0872 1237 14448 16,812 18548
7 0989 1239 1690 16,013 18475 20,278
8 1344 1846 2180 17,535 20,090 21,955

9 1735 2088 2700
10 2,156 2558 3,247
11 2803 3053 3816
12 3074 3571 4404

19,023 21,666 23589
20,483 23209 25,188
21920 24725 26757
23,337 26,217 28,300

Figura 1.8: Distribuicao qui-quadrada com n-1 grau de liberdade

<(10— DS _ o (10-1)4

16,91 —  — 3,325 >:1_10%

P (2,66 < 0% < 13,5113) = 90%

Assim, podemos afirmar que o intervalo [2,66;13,51] contém a

variancia populacional com 90% de confianga.

Exercicio 1.6.1. Vamos admitir uma distribui¢do normal. A idade
de 9 idosos com inteligéncia de pardmetros (refere-se aos ritmos e
rotinas da vida, a capacidade de proteger determinadas dreas da
vida como forma de preservagdo de ordem, seguranca e bem estar
pessoal) tem varidncia S* = 36. Pede-se construir um IC para a

varidncia populacional ao nivel de 95%.

Exercicio 1.6.2. Vamos admitir uma distribuicdo normal. A idade

de n = 12 jovens com inteligéncia interpessoal tem varidncia S* =
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1.7 Intervalo de confianca para o desvio padrao

16. Pede-se construir um IC para a varidncia populacional ao nivel
de 95%.

Exemplo 1.6.5. Sabe-se que o peso por comprimido de um certo
medicamento se distribui segundo uma normal. Com objetivo de
estudar a varidncia da distribuicdo, extraem-se uma amostra ale-
atoria simples de tamanho 10. Sabendo que a varidncia amostral
é 49, pretende-se estimar a varidncia populacional mediante um

intervalo de confianca de 90%.

1.7 Intervalo de confianca para o desvio pa-

drao

Admitindo que a distribui¢do de probabilidade populacional de
onde se extraiu a amostra seja normal, um intervalo de confianca
aproximado para o desvio padrio, o, é dado pela raiz giadrada do
I.C. para varidncia populacional, 2. Assim, o 1.C. para o desvio

padrdo serd:

_ 2 _ 2
P QSGZS % S
Xsup Xinf

Em que a distribui¢do qui-quadrada é tomada com n - 1 graus
de liberdade.

No exemplo anterior vimos que o I.C. para variancia populaci-
onal foi [2,66;13,51].

Assim, o I.C. para o desvio padrido populacional sera:

P(1/2,66 < 6 < \/13,51) = 90%

Podemos concluir que esse intervalo contém o desvio padrao

populacional com 90% de confianga.
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Exemplo 1.7.1. Sabe-se que o peso por comprimido de um certo
medicamento se distribui segundo uma normal. Com objetivo de
estudar a varidncia da distribuicdo, extraem-se uma amostra alea-
toria simples de tamanhol0. Sabendo que a varidncia amostral é
49, pretende-se estimar o desvio padrdo populacional mediante um

intervalo de confianca de 90%.

1.8 Intervalos de confianca para duas popula-

¢0es normais

Suponha que X seja uma populagdo Normal com média uy e
desvio padrdo oy, ou seja, X ~ N(Lx,Ox). Retira-se uma amostra
aleatdria simples Xi,...,x,, e Y outra populagdo normal com mé-
dia uy e desvio padrio oy, tal que Y ~ N(uy, oy). Considere uma
amostra aleatéria de tamanho n; da varidvel aleatéria X, X1,---, X, 1,
e uma amostra aleatéria de tamanho n, da variavel aleatoria Y,
Y1,---,¥,2. Denota-se X, ¥, S? e S3 as correspondentes médias e
varidncias amostrais para as duas amostras.

Como X ~ N (,LLX, \7—2‘7) eY~N ([.Ly, \7—%) sdo independentes,

sabe-se que:

X N (- i %% 4 "f)

Usando que S%; ~ xnl eS8y ~ )(n |- Assim,

SZ
(m —1)=%
o}

S2
+(l’l2— 1) an—l-nz 2
oy

Sendo 6% e o7 as variancias amostrais para as amostras X e Y

independentes.
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1.8.1 Intervalos de confianca para diferenca de medias

Com variancas oy e oy conhecidas

A distribugdo da estadistica da diferenca de médias com varian-

cias conhecidas sera:

xore (“X b it \GF>

Com o qual se pode tomar como pivo:

X7 — (uy —

[ox , 9%

T
E agindo da mesma forma que nos intervalos para a média de
um populagio, chegamos ao intervalo de confianca para o diferenca
nas médias de uma populagcdo normal no nivel 1 — «. Essa diferenca

é a seguinte:

2 2
_ O O
X-Y+Z_gpy| ZX+F+
ni np
Sendo, 0 = u; — U, tem-se:
. G s i,
P (X—Y)—Z(l,a/z) E—i_nz <5<(X—Y)+Z(1 a/)\ =
— — 2
O centro do intervalo € (X —Y) e seuraio serd: r =Z;_g > 61 +

O tamanho amostral necessario para alcancar uma cota de erro

com um nivel de confianca dado seré:
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7 \2
n—= < 1ro‘/2) (o1 +03)

O I.C. cobre a diferenca (1) — ) com probabilidade 1 — o e
pode partir-se do mesmo para passar a intervalores de confianca a

(1 — &¢)100% para essa diferenca.

Exemplo 1.8.1. Seja X = 1400, ¥ = 1200, Zi_qj = 1,96 (in-
tervalo de confianca de 95%), ox = 120, oy = 80, n; = 150 e
ny = 200. Encontre um 1.C. para diferenca de médias quando as

varidncias populacionais sdo conhecidas.

12 2 2
[1400—120011,96 70%—80

50 200] = [177,8;222,2]

Exemplo 1.8.2. Suponha que o tempo de recuperacdo de uma crise
de ansiedade por um método é uma varidvel aleatéria aproximada-
mente normal com média | e varidncia 49. O tempo de recupa-
racdo usando um método alternativo é uma varidvel aleatoria que
também pode ser considerada normal com média |1, e varidncia 64.
Obtenha o I.C. para a diferenca de média. Suponha que o tamanho

da amostra seja 194.

O tamanho amostral necessdrio para alcancar um erro de 1,5
minutos (no tempo de recupera¢do) com um nivel de confianca de
0,95 sera:

Zan\2 1,96\ >
n—(“/z) (612+622):<1’95> (49+64) =192,9
r )

Suponha que o tamanho da amostra seja 193 e se obteve X = 25
e ¥ =29. O I.C. serd entdo:
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Pl(—4)—1,06,/ 2 O 5 (4419 =0,95

194 194 ’ 194

Ou seja, —5,5 < U} — 1 = & < —2,5. Observa-se que a dife-
renca entre as duas mésias populacionais, 8, com 95% de confianga,
admite apenas valores negativos, t; — tp < 0. Por tanto, esse resul-
tado nos permite afirmar, com um nivel de confianca de 0,95, que o

primiero método tem melhor tempo médio (menor média).

Exercicio 1.8.1. Suponha que o tempo de recuperacdo de uma de-
pressdo por um método é uma varidvel aleatoria aproximadamente
normal com média | e varidncia 64. O tempo de recuparagdo
usando um método alternativo é uma varidvel aleatoria que tam-
bém pode ser considerada normal com média U, e varidncia 81.
Obtenha o 1.C. para a diferenca de média. Suponha que o tamanho

da amostra seja 225.

Com variancas oy e oy desconhecidas e iguais

2 2 o .
Como S;y e Sy sdo independentes, sabe-se que:

S2
—1
(m )G

S 2
(2 — 1)? ~ Xnp—1

Logo,

(m —1)So + (n2 — 1)S%,
62

2
~ %nlJrnsz
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Sabendo também que X e S.x assim como, Y e S.y sdo inde-

pendentes, tem-se como pivo:

K=7)— (1 —to)
T(X,Y, 1 — ) = (" —
1 1 ni—1 SC +(np—1 SC
(E—FE)\/ nlin2_2 g

Que é igual a:

o 1
X-Y)— (1 — ) L
T(X,Y, 1 — o) = PI
(X,Y, 1 — o) \/(m_l)szx+(nz—1)53y m +”2 o
nj+ny—2

Assim, obtém um 1.C(y, _,,) para diferenca de médias popula-

cionais com variancia desconhecida e iguais sera:

_ - (n1 - l)SZX + (I’lg - I)Szy 1 1
X—Y:l:t(nl+n2—2;1—a/2)\/ nlc+n2_2 c n—l+a

Expressando em fung¢do da variania amostral fica:

o mSkh+mSy (1 1
X—Y:I:l‘(nl-g-nz—z;l—a/z)\/m ;l+;2

Exemplo 1.8.3. Uma populacdo de pessoas que tem uma boa con-
duta social num clube social que se distribi numa normal N (i , 62).
Extrai-se uma amostra aleatoria simples de tamanho ny = 10, tal
que a média amostral seja 4,1 e a varidncia amostral seja 6,09. De

outra populagdo de outro clube social que tem uma distribuigcdo
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N(uy,c?) extra-se uma amostra aleatdria simples de tamanho 16
(ny = 16) e independente do clube anterior, cuja média e varidncia
amostrais sdo respectivamente 3,87 e 3,60. Pede-se um I.C. de 95%

para a diferenca de médias populacionais com varidncias iguais.

Para o = 5% tem-se que t(10+16—2;1—5%/2):(24;0,975) = 2,064

(Tabela t de Student). Como o I.C. estd em fun¢do das variancias

amostrais tem-se:

[4,1_3,87i2’064\/10.6,09+16.3,609 (1 1 )]

24 016

Portanto, I.C0795 (,li] - Hz) = [—1,62;2,07].

Exemplo 1.8.4. Uma populacdo de pessoas que tem inteligéncia
intuitiva num departamento de uma grande universidade tem uma
distribuicdo normal N(Uy,c?). Extrai-se uma amostra aleatdria
simples de tamanho ny = 12, tal que a média amostral seja 6 e a
varidncia amostral seja 5,76. De outra populagdo de outro clube
social que tem uma distribuicio N(Ly,c?) extra-se uma amos-
tra aleatoria simples de tamanho 20 (ny = 18) e independente do
clube anterior, cuja média e varidncia amostrais sdo respectiva-
mente 4,81 e 3,72. Pede-se um 1.C. de 90% para a diferenca de

médias populacionais com varidncias iguais.

1.8.2 Intervalo de confianca para quando as variancias
sao desconhecidas e distintas

Sendo X; e S?, assim como X5 e S% independentes, tem-se que:
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X1 — X5 — (W1 — pi2)

- ~N(0,1)
—1 + -2
\/ ny ny
Assim, como
i $3 .2
nm—1—=+mm—-1)—=~ -2
(=1 gh =) 5 ~ 2
Pela teoria sabemos que: % =t. Portanto,
Xi—X—(—t)
ot 9
1 n
2 2 ~ Ini4np—2
=D+ - 1)%

Como a estatistica depende de 0] e G, entdo recorremos a apro-

ximacgdo de Welch, em funcdo da qual a estadistica:

Xy —Xo — (11 — o)
sz 52
Vi+d

Tem uma distribuic@o aproximada (b1 2) sendo b um fator de

correcdo que se calcula considerando o interio mais préximo a:
5,82
ni ny
- 2 2
1 (S 41 3
n+1 \ m n+1 \ ny

O I.C. para u; — up vem dado por:

¢ X St 5
1.C o (1 — 1i2) = X1 —Xoxt) ¢ ;l+;2
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Neste caso, considera-se o seguinte I.C. para essa diferenca de
média:
1.C.= X—Y:I:t(b;l,g) Sj —i—Sj
np  np
Exemplo 1.8.5. Para realizar um estudo sobre hipertensdo em uma
pessoa estressada e suas consequéncias, tomaram-se duas amos-
tras de 13 e 16 pacientes de cidades distintas. Os resultados fo-
ram os seguintes: X; = 166mm, S| = 28mm, X, = 164,7mm e
S» = Tmm. Supondo que ambas populacdes sejam normais e que
suas varidncias sejam desconhecidas e distintas. Pede-se um I.C.

de 95% de confianca para a diferenca de médias.

1.9 Intervalo de confianca para a diferenca de

média em amostras emparelhadas

O teste t com amostras emparelhadas (dependente) tenta deter-
minar se existe uma diferenca entre as médias de duas varidveis
emparelhadas. Uma pergunta relacionada e normalmente mais in-
formativa €: Qual é o tamanho da diferenca entre as médias das
varidveis emparelhadas?. Essa, diferenca pode ser estimada com
um [.C..

Esse método se aplica diretamente ao problema de avaliacdo da
diferenca média de escores de uma populacio.

A magnitude dessa diferenga média pode ser estimada pela cons-
trucdo do 1.C. apropriado nas diferencas de escores da amostra. Ao
criar esses intervalos, os pesquisadores em psicologia podem abor-
dar perguntas como Quanto a média mudou? ou qual € o tamanho
da diferenca entre os resultados médios dos dois grupos de trata-

mento?. Assim, em vez de fazer a pergunta do tipo um medica-
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mento cria uma resposta média maior do que a outra?, como seria
feito com um teste t de amostras emparelhadas, o pesquisador pode
abordar a questdo a resposta média produzida por um medicamento
¢ muitomaior do que aquela produzida por outro medicamento?,
por meio de um intervalo de confianca.

Seja X = (X1,---,X,) uma amostra aleatéria de uma varidvel
aleatéria X ~ N(u;,0%) e Y = (Y1,--+,Y,) uma amostra aleatéria
de Y ~ N(u1,03). Entdo, d = (X, —Y1,--+, X, — Y,) = (d1, - ,dp)
¢ uma amostra aleatéria N(L; — tp,62) com o2 desconhecida. O

I.C. para 4; — o aumnivel de 1 — o é:

7 Sa . - Sa
1.C.= |d— tnfl,(x/Zi;d—i_tnfl,(x/Zi
Vn N
Sendo que #,,_1.¢ € igual a abscissa que sob umat,_; deixa a sua
direita uma 4rea ¢. Observa-se, como sempre, que para construir

um I.C. considera-se:

Li=d—t— (1.1)

Li=d+t-% (1.2)

Em que 54 € o desvio padrdo amostral da diferenca dos escores,
n é o nimero tamanho amostral e t é o valor apropriado observado

na tabela t de Student com n-1 graus de liberdade.

Exemplo 1.9.1. Considere as medicdes sanguineas sistolicas pré-

tretamento e pds-tratamento de um problema de ansiedade.
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Tabela 1.8:
Pré-tratamento  P6s-tratamento | diferengas d?
217 209 8 82 =64
252 241 11 112 =121
229 230 1 12=1
200 208 8 82 =64
209 206 3 32=9
213 211 2 22=4

No R seria:

A<-c(217,252,229,200,209,213)
D<-c(209,241,230,208,206,211)
d<-A-D; d

n<-lenght (A)

md<-mean (d); md

s<-sd(d); s

dr2

t<-md/ (s/sqrt (6));t

Li<- md-gt (0.95,n-1)*s/sqgrt(n); Li
Ls<— md+gt (0.95,n-1) xs/sqgrt (n); Ls

O I.C. seria:

1.C. = [Li:L)

N SR P
=[d t\/ﬁ,d—kt\/ﬁ} (1.3)

= [—3.0245;8.0245)

Uma interpretacio estatistica desse intervalo manteria que po-
demos ter 95% de confianca que f; é maior ou igual a -3,0245 e

menor ou igual a §,0245.
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amostras emparelhadas

Exercicio 1.9.1. Os dados da tabela abaixo representa a pressdo
arterial sistolica de 10 alunos com dificultades educativas. Foram
extraidas amostras da pressdo arterial no inicio do semestre e apos
o semestre (antes e depois). Pede-se o intervalo de confianca para
a diferenca de média nessas amostras emparelhadas (existe uma

dependéncia entre o antes e depois). Considere o, = 5%.

Ind. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Antes 140 171 160 148 175 189 171 170 154 160
Depois 143 156 150 148 173 175 169 169 145 168

Dif.

Tabela 1.9: Uma amostra de 10 individuos com dificuldades educa-

tivas

Exercicio 1.9.2. Considere que os dados da tabela abaixo repre-
senta a pressdo arterial sistolica de 12 alcodlatras antes e depois
de meses de abstinéncia do consumo de dlcool. Pede-se o 1.C. com

um risco de 5%.

Ind. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

12

Antes 144 168 162 170 177 189 170 174 152 159 178
Depois 148 152 151 170 170 175 164 166 145 170 171

178
188

Dif.

Tabela 1.10: Uma amostra de 12 individuos com abstinéncia do

consumo de alcool
Basicamente no SPSS seria:

1. Criamos duas varidveis, chamadas janeiro e fevereiro, que

contém os dados
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2. Depois de prepararmos os dados, selecionamos: Analisar -

Comparar médias - Teste T para amostras relacionadas

3. Na caixa de didlogo, as duas varidveis sdo selecionadas pas-

sando para a primiera linha da caixa varidvel emparelhadas

4. Clique OK. Deve-se obter a saida desejada.

fnalisar  Marketing direto  Gréfcos  Ufiitérios  Janela  Ajuda

Relatirios : % EZ E lﬁj @ ‘

Estatistcas desortvas

Tabelas }

Comparar médias P | [ wédias..

Hodeloinear gl " eteTdeumaamosta.
Rk Eﬂ Teste-T de amostras independentes...
Modelos.mlsws ’ Tesle-TdezmosIrasempares.‘.
i::z::::y : [ Aovanidiecionl.

Figura 1.9: Passos para encontrar I.C. em teste paramétricos

Marketing direto _ Gréficos _ Utitirios _Janela _ Auda

BARE A %

* [ A uma amosta

Figura 1.10: Passos para encontrar I.C. em teste ndo paramétricos
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1.10 Intervalo para os parametros de duas po-

pulacoes normais independentes

Na sec¢@o anterior vimos o caso para duas populag¢do dependen-
tes (dados emparelhados). Aqui, veremos o caso para duas popula-
¢Oes normais independentes.

A base na médias amostrais e, mais concretamente, na diferenga
X —Y. O objetivo € conhecer sua distribui¢do ou alguma fungdo da
diferenca.

Dado X; - -+, X, uma amostra aleatéria. Sendo X ~ N(u;, 612)

e Yy, --,Y,;» uma amostra aleatéria de uma varidvel aleatéria ¥ ~
N(t2, 622), sendo as duas populagdes independentes. Sendo X, Y, S%, S%
as correspondentes médias e variancias amostrais para as duas po-

pulagdes. Temos que:

XV — (11— )
o2 o2
V2+2

Para o caso das varidncas serem conhecidas. Se as variancias

zZ= ~ N(0,1) ~ N(0,1)

sdo desconhecidas e iguais se considera a seguinte estatistica:

XV — (1 — )

~ T 4ny—2
S ni+np
p niny

Sendo S, a variancia conjunta. A férmula para encontrar S, €:

T =

@ [ =DSi+(m—1)Ss
P ni+ny—2

Se as variancias sdo desconhecidas e distintas a férmula é:
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XV —(th— o)

St 5
l+n2

T = ~ g

n

Sendo gl (grau de liberdade) um ndmero inteiro mais proximo

2
St St
(a+a
2 2
L (S 41 (S
n+1 \ n np+1 \ no

* 1.C. para yu; — p com 0‘12 e 0'22 conhecidos é€:

. o 3 of 3
X_Y_Za/z 7+75X_Y+Za/2 7+7
ni ny ni np

Zq € a abscissa que sob uma N(0, 1) deixa a sua direita uma

gl=

area .

Exemplo 1.10.1. Em duas turmas do primiero periodo de
duas faculdades deseja-se testar a diferenca do nivel de es-
tresse. A primeira turma teve 61 = 1 e a segunda, 6> = 1,5.
Testam-se duas amostras de tamanhos ny = 10 e ny, = 12,
com média X1 = 87,6 e X, = 74,5. Assumindo distribuicoes
normais, construa um I.C. para a diferenca de médias do ni-

vel de estresse ao nivel de 90%.

O nivel de confianga do intervalo é 1 —a = 0,90, logo z, 2=

20,10/2 = 20,05 = 1,654.

87.6—74,5+1,645 12+1’52
’ ’ ’ 10 12

1.C. = ~[12,2:13,9]
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* I.C. para u; — U com 612 e 622 desconhecidos é:

_ 1 1
X-Y :l:t(n1+nz—2;a/2)Sp a + 712]

L(n, +ny:0) € @ abscissa que sob uma 7, , ,,) deixa a sua direita

uma area .

Exemplo 1.10.2. Seleciona-se duas amostras aleatorias de
tamanhos ny = 25 e ny = 27 com varidncias s = 0,42 e 53 =
0,51 e médias x; = 9,83 e ¥, = 8,75. Assumindo que os
dados foram extraidos de distribuicées normais com 012 =
622. Assumindo distribuicdes normais, construa um I.C. para
a diferenca de médias do nivel de estresse ao nivel de 95%.
O nivel de confianga do intervalo é 1 — a = 0,95 de onde

temos:

Pode-se calcular encontrar o valor de t da seguinte forma:
bnytmy—2:00/2 = 125427-2:5% /2 = 150;0,05/2 = 150:0,025 = 2,009 (Veja
na tabela t de Student)

Vamos calcular a varidncia conjunta: S, e posteriormente o

L.C. para [y — Uy ao nivel de 95%.

=0,468
P 25427-2 50 ’

1 1
[9, 83 —8,75+2,0090,468 %5 + 77

No intervalo 1y — Uy € [0,69;1,46] contém a verdadeira di-

Sz_\/(24)0,422+(26)0,512_ 10,99

= [0,69;1,46]

ferenca de média populacional.
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2
(Vo®13+ %)
= S—2=13,4

() (2
13+1 13 16+1 \ 16

Logo, toma-se b=13. O valor de t serd: 13,0975 = 2, 16. Assim,

o I.C. sera:

784 49
Tosa, (1 — ) = [166 — 164,7 +2, 16\/3]

=[~15,9;18,5]

Exercicio 1.10.1. Para realizar um estudo sobre hipertensdo em
jovens com Anorexia e Bulimia e suas consequéncias, tomaram-se
duas amostras de 15 e 18 pacientes de cidades distintas. Os resul-
tados foram os seguintes: X, = 170mm, S1 = 35mm, X, = 169, 8mm
e So = 8mm. Supondo que ambas populagcées sejam normais e que
suas variancias sejam desconhecidas e distintas. Pede-se um I.C.

de 90% de confianca para a diferenca de médias.

1.11 Intervalos de confianca para o quociente

de variancas

1.11.1 Com médias y, y U, desconhecidas

Muitas vezes em psicologia é necessario comparar a variancia
de duais populagdes. Por exemplo, um nimero de pessoas com dois
tipos de aprendizagem com condicionamento operante: refor¢o po-
sitivo e refor¢o negativo. Interessa nesse quociente aquele tipo de
aprendizagem que tem uma variabilidade pequena. A comparagao

de duas variancias se faz mediante quociente e nao com a diferenga
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como no caso da média.

Dado duas amostras independentes poocedentes de duas po-
pulagdes normais N(i;07) e N(i;05), as varidveis aleatdrias
(";712”% e (m%)sg tem distribuicio y> com n—1 e m — 1 graus de
libelrdade resl;ectivamente, sendo ambas indepuendentes.

Por outra parte, a varidvel aleatéria F = 2 tem distribuicio F
de Snedecor com k; e k; graus de liberdade pakrza o numerador e de-
nominador, quando u e v sio independentes e com distribui¢io 2
com kj e ky graus de liberdade, respectivamente. Como consequén-

cla:

)
_ 5101
i)
S5 03

Dada duas amostras X, ---,X, e Y1, --,Y,,, procedentes de duas
populacdes normais, independentes, com médias desconhecidas e
variancias 612 e 622, também desconhecidas, a variavel A, definida

por:

X;—X)?

( )c% S 03

= )
_.~ O S5 o

1
n—1
i

[T

—

Tem uma distribuicdo F de Snedecor com n — 1 graus de liber-
dade para o numerador e m — 1 graus de liberdade para o denomi-
nador, a inversa é também F com m — 1 e n — 1 graus de liberdade.
Se F, é o quantil a//2 e F; é o quantil 1 — o¢/2 de dita distribuigdo,

entao, temos:

$? o2
P<FO<;22<F1> =l-a
S5 Of
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Assim , o I.C. sera:

S5 o3 s3
P|F,2 <3 <FH =1-«a
< 527 o2 152>

Observa que a expressio acima (ou seu equivalente, resultante

de um processo similar da varidvel inversa) obtem-se um intervalo

de confianga da seguinte forma:

/§? of Y
P(FS2< F152>:l—a

1l 1
Sendo F, = e F} = -, teremos ento:

182 o 18
P < 1 < — =l-a
<F1 2 " o2 F, S2>

Observe que o centro e o raio do intervalo serdo:

Sj F,+F
$E\ 2

s? (FO —F )
S5 2
O centro ¢ um estimador pontual da razdo da varincia que
tende a coincidir com o quociente da variancia amostral quando
o tamanho de ambas amostras cresce indefinidamente, ja que a dis-
tribui¢do F de Snedecor com n — 1 e m — 1 graus de liberdade tem
media que converge a 1 e varidncia que converge a 0 quando m e n
crescem simultaneamente, e como conseguéncia os dois quantis F,

e F1 tendem ambos ao valor 1. Portanto, é consistente, suficiente,

assintoticamente eficiente e assintoticamente inviesado.
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1.11.2 Com médias (i, y i, conhecidas

Vamos fazer de forma diferente para encontrar o I.C. para o
quociente de varidncia com as médias [, y Uy conhecidas. Como X
e Y seguem uma distribui¢do normal, X ~ N (i, 0;) e Y ~ N(uy,oy),
respecitivamente.

X ~N(ly,0x)

Y ~N(uy,0y) e

i Yi— My 2NXZ
i=1 Oy "

O quociente de duas distribuicdes ¥ é uma distribui¢dao F de

Sneedecor com n— 1 e m — 1 graus de liberdade. Assim, teremos:

0 ﬁ
F=ml_2° _p
=70 QN [(n1—=1),(na—1)]
ny—1 ?
2

O I.C. a um nivel de confianca de (1 — o) 100% sera:
[LI;LS] = [Cy,C3] sendo necessdrio calcular o valor do limite

inrerior C; e do limite superior C,.

S} _oiS3 83
P(C152<o252<32 =l-a
1 2 M1 1

si
182 & 18
NI o
1 3 193

S

Estatistica e Psicologia 1 Edwirde et al.



1.11 Intervalos de confianca para o quociente de variancas 74

(n—1)$%

1S B 18],
G877 (DS~ Ci 8|
%
ny—1

0O
1 $? 18
Pl —Zl<ti_ < _“l)l-1_q
<C25%— @ = S

ny—1
Como
01
—1
F="
()
np—1

Temos entdo:

2 2
p(loi g 1Sy
CZS% CIS%

P(Filgn<F<Fyn)=1-a

. Assim:

P(F <F17a/2) = 06/2

P(F <Fyp)=1-a/2

. Colocando C; e C; em evidéncia temos:

Y 1 s?
oF = C 1

(653 S% 1-a/2 : Fi_qp S5
183 1 $2
L =F=0=—"2
C S% @/2 : Fa/2S§

Sendo Fy ; € F|_ g/ 0s quantis apropriados da distribui¢@o Fi(,, 1, (n,—1)]>
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ou seja,
P(F <Fi_qp)=P(F>Fyp)=a/2

Assim, o intervalo de confianga serd entdo:
2 2
L s 1 8

Foc/2 Sf? Flf(x/2 S7%

1.C. = [LI;LS) =

A amplitude A = LS — LI sera:
1 St SiFap—Fiap

s? st

A 1
Fi_apnS3 FupSs 83 Fi_gpnFap
L f'FI \ ]
L | \'=._ ]
L \
w2 | e \\ a2
N N /
L Jl \\“-\- )
J ) ‘ T T - —
AN

Figura 1.11: Distribui¢do F de Sneedecor

Assim, usando o método de distribui¢do equitativa do nivel de

significancia tem-se:
2

o} 1 ST
Lo\ )= |F o) 52 F, o) 52
2 (m—=1Lm—1,1-%) 92 H(n—1,n—1,5) 22

Fazendo S? = nf—lSz. Foram consideradas as variincias obser-

vadas acima: S2 = S? ou §? = S3 para evitar a escrita de dois subin-
Edwirde et al.
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dices nas variancias.

ICl <012> . 1 ni S%. 1 nyp S%
Cl-a |l — 5 ) — — _2
o3 Fony—1m-11-2)m —1 S5 Fpy—1mp—1,2)m— 1 $3

Exemplo 1.11.1. A porcentagem de estresse em duas escolas se-

cunddrias em algumas turnas é a seguinte:

Escola(A) | 0,7 0,8 06 095 065 1 09 02 0,55
Escola(B) | 04 0,7 0,7 085 09 1 095

Pede-se determinar um I.C. para o quociente de variancias. Os
dados amostras sdo: ny =9, s3 =0, 1986, §3 = 9 .0,1986 = 0,2234.
Os dados amostras sdo: ng = 7, sB =0, 0362 sB = 7 .0,0362 =
0,0422.

Para os graus de liberdade (8,6)temos Fg ¢.0 05) = 4, 1468. Para
os graus de liberdade (6,8)temos Fg g.0.95) = 3,5806, de modo que
para (8,6) graus de liberdade, F(g 6.0,05) = 375%. Assim, o intervalo

fica:

2

S2 A
<s;F(8,6;0,05); S;F(S,6;0795)> = (0,0528;0,7838)
b b

2
Esse ¢ o intervalo confianga para 5 para um nivel de confianca

de 90%.

Um detalhe muito interessante do intervalo de confianga encon-
trado é que ndo contém a unidade, que seria o valor do quociente em
caso de igualdade de variancias. Isso vem determinado pelo fato de
que as varidncias amostrais sdo bastantes dispersas, pelo que nio
parece muito acertado considerar que as variancias populacionais

possam ser iguais.
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1.12 1.C. para diferenca de médias sendo as va-

riancias desconhecidas e iguais

Aqui vamos encontrar o I.C. para diferenca de médias, desco-
nhecidas 612 e 622 e considerando 612 = 622 =o!. O tde Student
Serd: Iy i, 2.0/2 € @ abscissa que sob uma fy,+n,—2 deixa a sua
direita uma 4rea «.

E, padronizando, se obtem a distribui¢@o buscada. Se as varian-
cias s@o desconhecidas, o resultado anterior ndo poderia ser usado
para cumprir o objetivo. Faz-se necessdrio encontrar a seguinte so-
lucao:

Dado X;---,X, uma amostra aleatdria, sendo X ~ N ([.11,612)
e Y1, --,Y,2 uma amostra aleatéria de uma variavel aleatéria ¥ ~

N(ua,0?7). Verifica-se que:

o 1
IC.= Xj:Y:l:tnlJrnzz;a/zSp\/E

Exemplo 1.12.1. Selecionam-se duas amostraa aleatoriaa de ta-

manhos ny = 25 e np = 27 com varidncias amostrais s% =0,42 ¢
s% = 0,51 e médias ¥, = 9,82 e X, = 8,75, respectivamente. Sa-
bendo que os dados foram extraidos de uma populagdo normal en-
contre uma 1.C. para [\ — W, sendo desconhecidas as varidncias

populacionais e que as mesmas sejam iguais. Sendo o = 5%.

O intervalo de confianca sera:

25+27

I.C.:[9,82—8,75i2,009 (24)0’42;5(26)0’51} L 1]

=1[0,70;1,46]
(1.4)
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1.13 1.C. para diferenca de médias sendo des-

conhecidas as variancias amostrais

Aqui vamos encontrar o I.C. para diferenca de médias, desco-
nhecidas S% e S% e considerando S% = S% = o!. Com distribuigdo
t de Student com gl (graus de liberdade). O I.C. € calculado de
forma andloga ao anterior, considerando agora o grau de liberdade
da distribuigdo t.

o sz s?
1.C.= |X =Y £1gq/m)t| —+ =
ni ny

Exercicio 1.13.1. Selecionam-se duas amostraa aleatdriaa de ta-
manhos ny = 25 e np = 27 com varidncias amostrais s% =0,42 ¢
s% = 0,51 e médias ¥, = 9,82 e X, = 8,75, respectivamente. Sa-
bendo que os dados foram extraidos de uma populagdo normal en-
contre uma 1.C. para [ — W, sendo desconhecidas as varidncias

populacionais e que as mesmas sejam iguais.

Sendo os graus de liberdade (gl) dado por:

2 2 2
S Sl

2 2
L (S 4 (S
ni+1 \ ng na+1 \ ma

1.14 Outros método para a construcao de I.C.

gl=

Nas secoes anteriores estudamos o problema da estimagdo por
intervalo de confianca. Nesta secdo o objetivo € descrever alguns
métodos gerais para a construgao de intervalos de confianca. Vamos

fazer uma introdug@o do método de desigualdade de Tchebyshev.
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Existe um procedimento alternativo, de uso universalmente aceito,
segundo o qual € possivel deduzir um I.C. para o parametro desco-
nhecido sem ter mais informacao que pela média e varidncia de um
estimador de parimetro. Trata-se do método beseado na desigual-
dade de Tchebysheyv.

Seja X uma varidvel aleatéria tal que exista E[X?]. O valor
P[|X — E[X]|] serd entdo:

Var|0)

R Ve >0

PIX —ElX]) = 1- =

Demonstracao 1.14.1. A demonstracdo se baseia na desigualdade
bdsica aplicada a varidvel (X — E[X]) > 0 e tomando € = c.

E[(X —E[X])?
P(X ~ E[X]|< ¢) = P((X — E[X])? > ¢) < LX—EXI)]
c
Expressoes alternativas da desigualdade seria:
Var(X)
PIX —EX)|<c] 21— 57, ves0
C

Exemplo 1.14.1. Seja X uma varidvel aleatoria com | e o. Utilizar
a desigualdade de Tchebyshev para estimar P(L —40 <X < u+
40)

Pela desigualdade temos que :

1
P(u—-30<X<u+30)< 1_?:0’937

Exemplo 1.14.2. Seja Z uma varidvel aleatoria normal padroni-
zada com 4 =0 e 6 = 1. Use a desigualdade de Chebyshev para
encontra um valor B tal que P(—B <Z <) =0,8.
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2
1
PO-B<z<P)>2 PO-B<Z<P)>—
C C
1 1 1
- — = — =02 2 _ =
5 =08 5 =0, ¢ =55=9

Como ¢ = /5 = B, logo 0 L.C. ser:

P(O—\@SZS\@):%

Seja B um estimdor de B com variéncia finita denominada por

var[B] = 62, pela desigualdade de Chebyshev, tem-se:

Var([;)

PIB-EBlI< e > 1- =

(1.5)

Sabe-se que um estimador imparcial € o seu valor esperado seja
igual ao pardmetro a estimar, ou seja, B(X) é imparcial para 3 se
Eg[B(X)] = B, ¥ B que pertenga ao conjunto de todos os possiveis
valores do pardmetro que se denota por ® e a funcéo de distribuicao
da varidvel aleatoria ou distribui¢do da populagdo, denotada por Fy.

Fazendo € = cy/var[3] = co e substituindo em 1.5 tem-se:

Var(fi)

PIB—Bl<co]>1———2
(cy/var[B])?

Simplificando, fica entdo:

PIf—Bl<co>1- 5

Com objetivo de encontrar um I.C. € justo fazer: Clz =1-a,
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colocando ¢ em evidénia tem-se: ¢ = i, assim tem-se:

VB
[Iﬁ BI< \[}>1— (1.6)

Aplicando a propriedade de uma inequagéio modular: |[x —a|<
b=-b<x—a<lb=>a—b<x<a+beml.6, tem-se:
Plo- T <peprZ]zi-a
[ f va
Assim, o I.C. para 8 a um nivel 1 — « sera:

I.C.:[B <B<B+

Ve \/5}

Sempre que seja possivel escrever com sucesso:

- gober 3

Da forma:

(B (B) < B < Buup(B)]

Esse serd um I.C. para 8 ao um nivel 1 — a. Esse I.C. ndo é

para 3 a um nivel de 1 — @, senéo que o nivel é ao menos 1 — o

Exemplo 1.14.3. Na populagdo de pessoas com problemas psicolo-
gico por causa de politica, de uma determinada regido, se conhece
por estudos anteriores que o desvio padrdo é de 60.000, desconhe-
cendo sua média. Seleciona-se uma amostra aleatoria simples de
100 individuos nessa regido resultando numa média de 170000 in-
dividuos. Pede-se encontrar um 1.C. de pelo menos 90% do niimero

de individuo médio nessa regido.

Dado que se conhece a distribui¢do de probabilidade nessa re-
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gido utilizaremos a desigualdade de Tchebyshev. Segundo essa de-

sigualdade sabe-se que para uma varidvel aleatéria X, tem-se:

Var(X
P[X—E[X]|<c>1- ar(z), Ve >0
ne
Fazendo X = X tem-se que:
] _ X o’
EX)=EX)=u VX)===—
n n
A desigualdade sera:
2
_ c
PIX —ul<c>1-—
K -pl<d 21—
Assim,
_ o2
_ _ o?
_ _ 62

Como o intervalo [X — ¢;X — ¢| € um intervalo aleatério com

probabilidade de ao menos 1 — % Fazendo 1 — % = 90% tem-se:
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83

1- 2 =90%
nc
2
1-0,90 = 2
nc
2
= °
0, 10n
62

v/ 100n
60000

Como n =100 e o = 60000. O valor de ¢ sera: ¢ = /10
18974

Portanto o I.C. sera:

1.Cyo0% = P[X — 18974; X + 18974]
= P[170000 — 18974; 170000 + 18974|
=[151026,3;188973,7]

n<-100

s<-=60000

k<- s/sqrt (10); k
IC<-c(170000-k, 170000+k); IC

Exercicio 1.14.1. Na populacdo de pessoas com problemas trans-

torno de déficit de atencdo e hiperatividade por causa de estresse,

em uma determinada regido, se conhece por estudos anteriores que

o desvio padrado é de 70.000, desconhecendo sua média. Seleciona-

se uma amostra aleatoria simples de 91 individuos nessa regido re-

sultando numa média de 160000 individuos. Pede-se encontrar um
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1.C. de pelo menos 95% do niimero de individuo médio nessa regido

com transtorno de déficit de atencdo e hiperatividade.

Exercicio 1.14.2. Suponha que quantidade de pessoas estressadas
em vdrias escolas tem uma varidncia populcional 6 = 9. Encontre

um I.C. para B ao nivel de 10%.

Exercicio 1.14.3. Suponha que quantidade de pessoas que tem in-
teligéncia espacial em vdrias universidades tem uma varidncia po-

pulacional o = 16. Encontre um I.C. para E ao nivel de 10%.

Exemplo 1.14.4. Seja X uma varidvel aleatéria U(0,0). Obtenha
um I.C. para 0 ao um nivel 1 — «. A funcdo densidade da varidvel

aleatoria é:

1
f(x:0) = 4, 0<x<6

Sendo Ey = g e Varg = 19—;. Fazendo 6 = 4X tera:

51 — 49 .02 02 4
Eq[6] = 45 =20, Varpea|0] = 42E = 16E _ g92
Como 6 =9 e a = 10%, temos que:
9 5 9
1C.=1B~- <B<B+

V0,10 /0,10

1.15 Intervalos de confianca para proporcoes

Vamos adotar a seguinte convengdo: z, significa o valor da va-
ridvel aleatdria Z que segue uma distribui¢do normal para o qual
P(z<z,) = p, ou seja, a drea sob a curva normal padrdo a esquerda

de z;, € igual a p.
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Suponhamos que se deseja obter informagao sobre o pardmetro
p de uma populacdo com distribuicdo Bernoulli. Obtem-se n tes-
tes de Bernoulli independentes e se define a varidvel aleatéria: X =
nimero de sucessos nas n provas. O parametro desconhecido apre-
senta P[sucesso] = p em cada testes de . Nesta situacdo considera-
se a estatistica:
D
=
Conhecido como propor¢do amostral. Esta estatistica, tal que
0 < p <1, é a estatistica a utilizar para obter informacdo sobre p,

porporcao populacional.
Proposicao 1.15.1. Verifica-se:
1. E[pl=p

2. Var[p] = p=p)

n

Demostragdo:Em efeito, tem em conta que a varidvel aleatdria

X segue uma distribui¢do B(n, p),

Do teorema central do limite de Lévy segue-se o seguinte resul-
tado que permite aproximar a distrinui¢do na amostra da porpor¢ao

amostral.

Proposicao 1.15.2. A varidvel aleatoria p padronizada tem distri-

buigdo assintdtica N(0, 1), ou seja,
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5 1
limp | -2—P

Z
Lo ] = /
n—eo p(1-p) oo \/2TC

n

efyz/zdy

A expressdo x ~ B(n;p)enpeng >5=x~N(U =np;0 =
v/1pq) indica que uma Bonimial x se aproxima de uma Normal
sob determinadas condi¢des. Sabendo que x € U + 7,0 se obtem
que x € npFz4./npq a (1 — a)100% das vezes. Igualando x aos
extremos, colocando a incégnita p e efetuando (x £0,5) obtém-se
o seguinte I.C. para p, esse intervalo é o método de Wilson com

corregdo por continuidade.

(xio,5)+"’§i\/"f+(xil/2) (1_#)

n+2z2,

pE

O valor de z4 se observa na tabela z padrdo. Esse 1.C. s6 serd

validosenp=x>5enj=n—x>5(comg=1-—p)

Exemplo 1.15.1. Se de 100 jovens com problemas, 30 foram a fa-
vor de um partido politico. Que porcentagem de votos obteria dito

politico nas eleicoes?

Observe que n =30 >5en—x=100—30="70 > 5, e sabendo
que z2 = 1,96. Com uma confianca de 95%, teremos depois de

multiplicar por 100.

(30+0,5)+ 126 + \/1496 +(30£1/2) (1 - 3035875)
100+ 1,962

pE

Ou seja, a populagdo a favor do partido politico estd entre 21,45%
e 40,11%.
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O I.C. anterior € a melhor solucdo assintética possivel sob certa

condi¢@o, mas a férmula é muito incobmoda para efeito de calculo.

Se no I.C. antes era (x € np +z4./npq), substitui ,/npq por \/ngp,
esse novo I.C. apenas serd valido se x > 20 e n —x > 20. Logo, o

I.C. sera:

x+ |:Z(x X(nnX)‘i‘O,S:|

pg 1
n+2n

A

pEPTE

o

n

A primeira expressao 1.15 é mais conhecida na literatura, mas a
expressdo 1.15 € mais codmoda para efeito de cdlculo. No exemplo,
o I.C. é valido, pois x =30 > 20 e n —x = 70 > 20, assim o intervalo
serd:

[30i<1,96 3070

100

+05ﬂ
pe — [20,5%;39,48%]

Quando nao € vélido a expressdo acima, usa-se a seguinte for-

mula geral:

(+2) & 2/ T 21— x T2 |
n+4

Considerando os valores do exemplo, temos:

pE

(30+2) + [1,96\/(30+2)(100—30+2)}
100+ 4

JAS =[21,9% < p <39,4%)|

Vamos fazer um resumo dos trés métodos visto acima:

* O I.C. de Wilson: 21,4% < p <40, 1% proporciona pratica-

mente a mesma solugio

* O L.C. do Wald com correcdo por continuidade: 20,5% <
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p <39,5% proporciona praticamente a mesma solucao.

* O I.C. do Wald ajustado (Agresti and Caffo, 2000): 21,9% <
p <39,63%.

Exemplo 1.15.2. Seja uma propor¢do B(1; p) da qual se extrai uma
amostra aleatoria simples de tamano n = 255, resultando ser a pro-
porcdo amostral 0,6. Construir um 1.C. de 95% para o pardmetro

p.

n

Y

i=1
n

O estimador de maxima verossimilhanca de p é p = em

que, pelo teorema de Moivre-Laplace, tem-se:

n

;xi ~ N[(np;/np(1 —p))]

Portanto,

n
in—np _
i=1

P _ PP o)

Jp(l—p) N CERN =

Portanto, em probabilidade tem-se:

Pl-1,96<-L2"2 <196| =095
p(1=p)
n

Que conduz a:
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P [|ﬁ—p§ 1,96”] ~0,95
n

[ 1,962
Pl(p-p)*< p(lp)} =0,95
r 1.962p 1,962
P|p* —2pp+p* — ’n Py ’n ngo]zo,%

/1,962 1,96
P <1+ ’n ) 2 (2 + >p+ﬁ2§0}:0,95

Sendo a solucdo para p da desigualdade entre colchéte:

(2 +196>i\/<2 +196) —4(1+1’?162)ﬁ2
p|< -
1,96
2(1+ n)

2
(294 595) &\ fag + 4128 1 (190)7 g —ap12e

<1+ 1962) o

2

196 A196 1,962

(2p—|— ) \/4 1962y _ )+( n)

1,962 -
2(1+ > )
R 1962 1,962

(25 +125) 1,96

2 <1 + 1,962)

(5+135) 1,9

R

Pelo que a probabilidade inicial finalmente adota a expressao:
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) (+15) - 1,96\/45(1 — p) + 12

2 ~ . 2]
P+ - 1,96\/4p(1 — p) + 12

Considerando n =225, p=0,6,§=1— p = 0,4, tem-se como
resultado [0,54; 0,67].
1,962 1 ~ .
Para n grande, os grandes os termos ~=> e J Serdo muito pe-
queno, logo pode-se considerar a seguinte expressao:

. /p(1—p)
+1,964/ ——=
p=1, " ]

Considerando os dados informado anteriormente, o 1.C. seria
entdo: [0,53; 0,66].

P

Exemplo 1.15.3. Seja uma propor¢do B(1; p) da qual se extrai uma
amostra aleatoria simples de tamano n = 200, resultando ser a pro-

porcdo amostral 0,7. Construir um 1.C. de 90% para o pardmetro

p-

Exercicio 1.15.1. Seja uma propor¢cdo B(1;p) da qual se extrai
uma amostra aleatoria simples de tamano n = 255, resultando ser
a propor¢do amostral 0,7. Construir um I.C. de 90% para o pard-

metro p.

Exercicio 1.15.2. Seja uma propor¢do B(1;p) da qual se extrai
uma amostra aleatoria simples de tamano n = 300, resultando ser
a propor¢do amostral 0,8. Construir um I.C. de 95% para o pardi-

metro p.
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1.15 Intervalos de confianca para proporcoes 9

1.15.1 Intervalos de confianca para a proporc¢ao sem uti-
lizar o dobro da aproximacao

O L.C. para a propor¢do sem utilizar o dobro da aproximagao e

fazendo ¢ = Zl_%, tem-se:

l—a=P[—c<N(0,1) <(]

:P[—c§ _bmp §c]
p(1—p)

=P[(p—p)*n < *p(1-p)]

R L _c*p(l—p
=P[(p2+p2—2pp)n§7( )]

C2 2 ~ C2 A2
=P||1+—)p"—|2p+— |p+P
n n

(2p+5)+ J@p+E)2—a(1+<)p2
21+<)

n

p:

Portanto, o I.C. sera:

2 . 2 2\ A
(2p+5)+ V@S2 —a(14€)p2

1.C1_o(p) = 2
2(14+<)
Ou equivalentemente,
1 ap) = |t Jasa—pr S0+ S)
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1.15.2 Intervalos de confianca para a proporcao utili-
zando o dobro da aproximacao

O L.C. para a propor¢ido utilizando o dobro da aproximacgdo e

fazendo ¢ = Zl_%, tem-se:

Onde se deduz o I.C.:

1.C1—a(p) = [ﬁi \/ﬁm}

Exemplo 1.15.4. Pretende-se estimar a quantidade de pessoas com
crise de ansiedade com 95% de confianca. Toma uma amostra ale-
atoria de tamanho 100, observou-se que 55% tem essa crise de

ansiedade. Encontre o I.C. de pessoas que tem crise.
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- R
1.Ci_sq(p) = |P£Zy) p(np)]
[ 0,55(1—0,55
— O,SS:EZ5%/2 (100)]
[ 0,55(1—0,55
= 10,55+ Z.075 (100)]
- —
- Josss106)/2 50 5]
= [0,55+0,1]
= [0,45;0,65]

Exercicio 1.15.3. Pretende-se estimar a quantidade de pessoas com
transtorno de alimentagdo com 90% de confianga. Toma uma amos-
tra aleatoria de tamanho 200, observou-se que 60% tem essa trans-
torno. Encontre o 1.C. de pessoas que tem transtorno de alimenta-

cdo

Exercicio 1.15.4. Pretende-se estimar a quantidade de pessoas com
transtornos psicoticos incluindo esquizofrenia com 95% de confi-
anca. Para isso seleciona-se uma amostra aleatoria de tamanho
178, observou-se que 65% tem essa transtorno. Encontre o 1.C. de

pessoas que tem transtornos psicoticos incluindo esquizofrenia.

1.15.3 Determinaciao do tamanho amostral para propor-
cao
Podemos considerar que p(o valor real) € p (valor estimado da

amostra) & 3% (precisdo d).
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1.16 1.C. para diferenca de duas porporc¢oes dicotomicas

Isso significa que a porpor¢do p (a estimada) difere da popula-

¢d0 p (areal) em 3% (d) ou menos. Ou seja,

p—pl<3%=d

Para garantir essa precisio d é preciso que o tamanho da amos-
tra n seja fixado antes de considerar os dados, cuja finalidade tem
que igualar a d o valor de Z_g @ da expressdo 1.15 com
valores reais de p e colocando n no primeiro membro da equacio

tem-se:

Z%_%P(l -p)
d2

Uma vez obtido o valor de n, a férmula garante que se p =25%,

n=

por exemplo, entdo p € 25%(p) +3%(d) com uma confianca de
1 — %, ou seja, qua a propor¢do p de jovens com problema estard
entre 22% e 27%.

Exercicio 1.15.5. Seja p =30%, d =2% e @ = 5%. Encontre o

tamanho amostral n.

Exercicio 1.15.6. Seja p =38%, d = 1% e oo = 10%. Encontre o

tamanho amostral n.

1.16 1.C. para diferenca de duas porporcoes di-

cotomicas

Sejam duas proporg¢des B(1; p1) e B(1; p2) das quais se extraem
duas amostras aleatdrias simples de tamanho n; e n, respectiva-
mente, suficientemente grande e independentes entre si., sendo os

estimadores de maxima verossimilhanca dado por:
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ni n

i L

i=1 A i=1
= — pl = —_—

ni nz

P
Com as seguintes caracteristicas: E(py) =p1eV(p1) = %T”')

. Assim,

P~ <P1; V(ﬁl))

p2(1=p2)

Com as seguintes caracteristicas: E(py) =preV(p1) =

. Assim,

P2~ (P VV(52))
Sendo que p; e p; se distribuem assintoticamente e n — oo . A
diferenca fica entdo:

E(p1—p2)=p1—p2
. pi(l—=p1)  p2(1—p2
by) = ( )

+
ni np

V(p1—

Partindo da distribui¢do assintética, tem-se:

PN 1- 1—
(P1—p2) ~N Pl—Pz;\/pl( Py | p21=p2)
np ny

Pode-se determinar a quantidade pivotal da seguinte forma:
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\/m(l—m | B(1-p)

ni na

T(X,Y;p1—p2)=

Pode-se entdo derivar o I.C. para a diferenga p; — p» ao nivel

de 1 — o da seguinte forma:

1% 17
ﬁl—ﬁziC\/pl( p1) +P2( P2)
n n

Sendo que o valor C é determinado, como habitual, tendo em

conta que:

P[-C<N(0;1)<C]l=1-a

Exemplo 1.16.1. Um psicologo deseja estimar o incremento de
preocupacdo numa escola. Para isso, aplicou-se um teste antes
e depois do periodo provas escolares. A quantidade de jovens que
participaram do teste foram n; = 600 e n, = 1000, respectivamente.
O pesquisador afirma um incremento de 26% antes das provas e,
42% depois. Construir um 1.C. de 95%.

Dado que ot =0, 05, buscando na tabela normal obteve-se Z /, =
1,96, p1 =0,42, p» = 0,26, n; = 600 e ny = 1000. Portanto, o I.C.

sera:

0,42(1—0,42)  0,26(1 — 0,26)
1000 600

[o,42 — 0,26+ 1,96\/
= [0,11;0,20]

Exercicio 1.16.1. Um psicdlogo deseja estimar o incremento de

preocupacdo numa escola apos a Covid 19. Para isso, aplicou-se
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um teste antes e depois do periodo provas escolares. A quantidade

de jovens que participaram do teste foram ny = 700 e n, = 1200,

respectivamente. O pesquisador afirma um incremento de 30% an-

tes das provas e, 46% depois. Construir um I.C. de 90%.

Exercicio 1.16.2. Encontrar os seguintes 1.C. para propor¢do.

1. Deseja-se estimar a propor¢ao de jovens estressados que este-

jam com alto nivel de estresse. Tomando-se uma amostra de

40 estressados, identificou-se que 12 estavam com alto nivel

de estresse. O nosso problema aqui € determinar um intervalo

de confianga para a propor¢do populacional p de estressados

que possam estar com alto nivel de estresse. Na terminolo-

gia utilizada neste texto, o sucesso, neste caso, ¢ considerado

com alto nivel de estresse.

A partir da amostra, obtemos p = 12/40 = 0,30

2. Uma amostra aleatéria de 300 idosos mostrou que 180 dese-

javam ser menos ansioso. Encontrar os limites de confianca

de 90% e 95% para a propor¢do da populagdo que ser menos

ansioso.

3. Deseja-se estimar a propor¢cdo de idosos que usa o meca-

nismo de defesa super compensagdo. Tomando-se uma amos-

tra de 40 idosos, identificou-se que 14 usam esse mecanismo.

Determine o intervalo de confianca de 90% para a proporcao

populacional p de idosos que usam nesse mecanismo. Na

terminologia utilizada neste texto, o sucesso, neste caso, é

considerado idosos que usam esse mecanismo defesa super

compensacgao.
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4. Uma amostra aleatéria de 300 jovens de uma cidade mostrou
que 180 tinha necessidade de autorealizacdo. Encontrar os li-
mites de confianga de 90% e 95% para a propor¢do de jovens

que tem necessidade de autorealizacdo.

5. Uma amostra aleatéria de 400 jovens de uma cidade mostrou
que 100 tinha necessidade de protecdo (seguranga, estabili-
dade). Encontrar os limites de confianca de 90% e 95% para

a propor¢ao de jovens que tem essa necessidade.

6. Examinando uma amostra aleatéria de 600 pessoas uma ava-
liagdo psicolégoca na adolescéncia (cendrio nacional), encontraram-
se 150 pessoas que ndo fizeram essa avaliacdo. Ao nivel de
95,5% de confianca, construa um intervalo de confianga para

as pessoas que nao fizeram essa avaliacdo.

7. Seja uma propor¢io B(1;p) da qual se extrai uma amostra
aleatdria simples de tamano n = 200, resultando ser a propor-
¢do amostral 0,6. Construir um I.C. de 95% para o parametro

pP-

8. Seja uma propor¢do B(1;p) da qual se extrai uma amostra
aleatdria simples de tamano n = 280, resultando ser a propor-

¢do amostral 0,6. Construir um I.C. de 90% para o pardmetro

p-

9. Em um estudo sobre o consumo de alcool entre os alunos se
realiza uma qustiondrio e se pretende obter um intervalo de
90% de confianca para a propor¢do de jovens que consomem
alcool regulamente nos finais de semana. Construir um I.C.

nos casos que:

i. De 1000 alunos, 460 bebem alccol

Estatistica e Psicologia 1 Edwirde et al.



1.17 Intervalo de média para diferenca de médias de duas
populacoes normais de variidncias desconhecidas nao iguais

ii. De 50 alunos, 23 bebem alccol

10. A porcentagem de ansiosos em duas faculdades considerando

algumas turmas € a seguinte:

Faculdade(A) 0,81 0,92 0,67 0,95 0,85 0,91 0,98 0,43 0,41
Faculdade(B) 0,75 0,89 0,72 0,85 0,94 0,82

Pede-se determinar o 1.C. a 95% para a diferenca da porcen-

tagem do ndmero de estresse nessas duas escolas.

1.17 Intervalo de média para diferenca de mé-
dias de duas popula¢oes normais de vari-

ancias desconhecidas nao iguais

Utiliza-se um procedimento conhecido como aproximacio de

Welch, que consiste em considerar:

X — X — (U1 — o)

E uma varidvel t de Student com um grau de liberdade fracio-

ndrio g, que vem dado pela expressio:

52 83 \2
o (n|l1 + nzil) o)
g - S4 S4 o
1 + 2
(m+1)2(m=1) * (np+1)*(n2—1)
O I.C. para (; = up vem dado por:
st s

n1—1+n2—1

X1 —X2 :tt(g;lfa/2)
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Exemplo 1.17.1. As porcentagens de estressados em duas escolas

secunddrias foram:

Escola(A) | 0,7 08 06 095 065 1 09 02 055
Escola(B) | 04 0,7 0,7 085 09 1 095

Determinar o 1.C. a 95% para a diferenca da porcentagem do
nimero de estresse nessas duas escolas. Considerando a escola
A temos: ny =9, Xx; = 6,35, lez = 4,9675 de modo que ¥ =
6,35/9=0,7055 ¢ §3 = % —0,7055% = 0,0541. Considerando
a escola B temos: ng =7, Zx = 5,50, Zx2 4,575 de modo que
$=5,50/7=0,7857 e S3 = 22 —0,7857% = 0,0360.

Suponha igualdade de varidncias populacionais, calculamos:

9.0,0541 +7.0,0362
52 =22 ;; ’ =0,0529

11
2 (=+=)=0,0134

E assim,

11
Sr(=+=)=01159
T(9+7) ’

Para 14 graus de liberdade, t14.0975 = 2,145, de modo que o
I.C.¢é: 0,7055—0,7857+£2,145.0,1159 = —0,0802 £ 0,2486 para
uma confianga de 95%. Nao considerando a igualdade da variancia,

o nimero fraciondrio do grau de liberdade sera:

2
(% i %)
§= 0,05412 + 0,03622 2= 15,9468
82(10) 6.8
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Para 15 graus de liberdade, 75,0975 = 2,1314, enquanto que,
para 16 graus de liberdade, o valor correspondente € t16.0975 =
2,1199, por interpolagdo linear entre 15 e 16 graus de liberdades,
obtemos g.0975 = 2,1205 graus de liberdade. Assim, o I.C. serd

entao:

0,0541 n 0,0362
8 6

—0,0802+2, 1205\/ = —0,0802 & 0,2399.

Exemplo 1.17.2. A porcentagem de jovens que tem inteligéncia

logico-matemdtica em duas escolas foram:

Escola(A) | 0,8 0,7 07 090 075 1 09 02 055
Escola(B) | 0,5 0,7 07 085 092 1 091

Determinar o I.C. a 90% para a diferenca da porcentagem do
nimero jovens que tem inteligéncia l6gico-matematica (solugdes

de problemas e cdlculos) nessas duas escolas.

Exemplo 1.17.3. As porcentagens de jovens que tem inteligéncia
musical (habilidade musical, habilidade vogal e habilidade instru-

mental) em duas escolas secunddrias A e B foram:

b

083 067 072 085 075 087 092 02 064
B| 068 075 072 08 092 097 091 0,63

Determinar o I.C. a 80% para a diferenca da porcentagem do

nimero de jovens tem inteligéncia musical.
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1.18 I.C. para diferenca de duas proporcoes po-

pulacionais

as vezes interessa comparar duas propor¢des p; € po de para-
metros desconhecidos de duas populacdes desconhecidas de duas
populagcdes com distribuicdes de Bernoulli independentes. Sejam
np e ny as respectivos testes de Bernoulli independentes e sejam X
e X» as varidveis aleatérias que contabilizam o nimero de suces-
sos em cada teste. As estatisticas a utilizar para obter informacdes
sobre p| e py sdo: p; = if—l' epr= %, em que:
. X1 X
Pr—p2=———
ng n

Proposicao 1.18.1. Verifica-se que:

1. Epr—p2]=p1—p2

pi(l=p1) _ pa(1-p2)
n n

2. Var|py— p2| =

Demostragdo: Tendo em conta que as varidveis aleatdrias X
e X, seguem distribui¢cdes B(ny, p1) e B(ny, pa), respectivamente

tem-se:

L E[pr—po] = B[22 — 2] = EX) _E08) — ), —py

ny ny

ni na

2. Var[p) — pa] :Var[& - &] = %Var[Xl] +éVar[X2] — nl=py) +

p2(1=p2)
n

Assim,

pi(1=p1) n p2(1—=p2)
ni n

p1—pP2~N | pi —Pz;\/
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1.18 I.C. para diferenca de duas proporcoes populacionais

Do teorema central do limite de Lévy segue-se o seguinte resul-
tado que permite aproximar a distrinui¢do na amostra da porpor¢ao

amostral.
Pr—P2—(p1—Dp2)

P
pi(1=p1) + Pz(lnzpz)

lim
ny,np—ro0
ni

Pode-se determinar a quantidade pivotal da seguinte forma:

(P1— D2
p

)_(pl —PZ) NN(O,])

(I1—-p1)
P1 +%

1

T(X1,X2,p1 —p2) =
p2(1—-p2)

Da que podemos derivar o I.C. para a diferenca p; — p» ao nivel

del—a:

Ploz, o< Pz i=r) ;0 |y
2 Pl(l—p1)+Pz(1—P2)
ny ny
Sendo o I.C. igual a:
A pi(1=p1) | pa(1—po)
I.Cplfpzz pl—pzzlgﬂ:\/ +
ni np

A Figura 1.12 mostra a distribuicdo de p; — p,. O desvio padrao
de p; — p» envolve os parametros desconhecidos p; e pp. Assim,
devemos substitui-los por estatimativas para fazer inferéncias; va-

mos fazé-lo de maneira um pouco diferente para I.C. e testes.

Edwirde et al.
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—Zayz 0 +255

Figura 1.12: Area que tem de manter-se constante quando se deslo-

cam (z;,z2) para esquerda ou para direita.

Para um nivel de confianga de (1 — a)100% o I.C. é: P(p—C <
p < p+C)=1—a. Vamos encontrar o valor de C de forma que
[LI;LS] = [p — C; p+ C]. Outro caminho para encontrar o I.C. seria

entao:

P

C p — C
T hia o ppupp)§+ el
VS VS VS

P

fL<Z<+L l-a
[p(=p) — /p(1=p)

P(_th/Z <Z< +Za/2)1 —a

1—
c Zo{/zp( p)

Sendo z4/, 0 quantil da distribui¢do N ~ (0, 1), ou seja, P(Z >
Zaj2) = /2 P(Z < z4)) = 1 — /2. Assim, o 1.C serd:

R [p(1—p) - [p(1—
Pz p( - p);PHW2 p( - p)
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Cujo célculo fica impossibilitado pela presenca do pardmetro
desconhecido p no intervalo. Para resolver esse problema substitui
p por um estimador consistente, ou seja, X = p. Assim, o intervalo

fica da seguinte forma:

R 5(1—p) « 5(1— p
Pzap [ B( - p);},ﬂa/2 [ B( - p)]

Resolvendo em ordem a p a dupla desigualdade, obtem-se:

A A

< P<np> < tzap

Resolvendo, resulta no seguinte I.C.:

A amplitude do intervalo para diferenca de duas proporcdes
serd:
5(1— 5
A=LS—LI=2z4) p1=p)
Exemplo 1.18.1. Deseja-se testar a igualdade entre as proporcdes
de alunos e alunas que léem revistas de psicologia. Sdo os seguin-

tes os resultados de amostras aleatorias independentes de alunos e

alunas:

Alunos Alunas
x1 =70 xp =50
ny =200 | np =200

Sendo x; o nimero de alunos que tem hébitos de leitura, e x, é

o correspondente nimero de alunas. Admita ot = 10%. Passos:
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* Enunciar as hipdteses: H, : p; = p, versus H, : p| # p».

¢ Escolha um o. Vamos considerar o = 10%. Escolher a va-

ridvel normal padronizada.

* Determinagdo de RA (regido de aceitacdo) e RR (regido de
rejeicdo ou regido critica). Com auxilio da Tabela da distri-

bui¢do normal padronizada determina-se:

Figura 1.13: Distribui¢do Z padronizado com Z., = 2,18

¢ Calculo da variavel:

_X1_70_
Pr= =500 = 03
c
= T 200
S_xn+m 70450
P ¥ T 2004200
Zeal = pLi—r =2,18

0,0(0,7) (%)
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¢ Conclusao:

Como o valor Z.,; > 1,64, rejeita-se a hipdtese nula da igual-
dade entre as proporcdes, concluindo-se com risco de 10%

que as propor¢des sdo diferentes.

Exemplo 1.18.2. Considere uma amostra aleatoria simples de 400
adultos e 600 jovens, observando que apenas 100 adultos e 300
Jjovens tiveram melhoras de um problema psicologico. Para com-
parar as proporgoes de adultos e jovens que tiveram melhoras no
problema psicolégico, a um nivel de confianga de 99%. Aqui, usa-

se um 1.C. de confianga para diferencas de duas populagées.
* p1 = proporcao de jévens que tiveram melhoras psicoldgicas

* p, =proporcao de adultos que tiveram melhoras psicolégicas

p1=300/600 =0,5 p2 =100/400 = 0,25

Substituindo esses valores no intervalo tem-se:

0,50,5 0,250,75
600 400

O,5—O,25j:2,58\/ ] =1[0,19;0,31]

Assim, o I.C. sera:

L999)(p1 — p2) = [0,19;0,31]

Exercicio 1.18.1. Considere uma amostra aleatdria simples de 500
adultos e 700 jovens que tem hdbitos de vida contraproducentes,

observando que apenas 200 adultos e 400 jovens tiveram melhoras
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no hdbitos de vida contraproducentes. Para comparar as propor-
coes de adultos e jovens que tiveram melhoras, a um nivel de con-
fianca de 95%. Aqui, usa-se um 1.C. de confianga para diferengas

de duas populagoes.

1.19 I.C. para populacoes nao normais

Quando da populacdo de onde se extrai a informac¢ido amostral
ndo tem um comportamento probabilistico normal, para a constru-
¢ao0 de I.C. com seus respectivos pardmetros tem os seguintes crité-

rios:

1.19.1 Caso geral

Se uma populacdo tem uma distribuicdo ndo normal definida
por f(x;0), para a obten¢do do I.C. do pardmetro 0 pode-se utilizar
qualquer dos seguintes métodos:

* Método do pivot

Seja X uma amostra aleatéria simples extraida de uma popu-
lagdo com distribui¢do f(x;0) em que 6 € ®, sendo ® qual-
quer intervalo da reta real. Uma func¢do G(X;0) que dependa
do parametro 6, mas que sua funcdo de probabilidade nio
dependa do dito pardmetro 8 recebe o nome de quantidade
pivotal ou, simplesmente, pivot. Este pivot G(X; 6) para cada

valor fixo de O € uma estatistica.

Exemplo 1.19.1. Uma amostra aleatoria simples extraida de
uma populagdo N(U;0) com & conhecido, a média X segue

a seguinte distribuicdo:
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(o)

i
oyn

G(X;0) é uma quantidade pivotal para o pardmetro y dado

Entio, a fungio:

G(X;0) = ~ N(0;1)

que depende desse pardmetro, mas sua distribui¢cdo de proba-

bilidade, N(0; 1), ndo depende do pardmetro.

Exercicio 1.19.1. Determine o 1.C. para o pardmetro 0 se a

quantidade pivotal G(X;0) é uma fun¢do mondtona de 0,
Considere Cj(a) e Co que pertenga ao campo de variagdo

de G(X;0), isso é possivel pelo fato de que se pode escolher

um nivel de confianga 1 — «. Entéo:

PlCi(a) <GX<G(a)]=1-0, VO €O

Se G(X; 0) é mondtona em 6, podem-se resolver as seguintes

equagoes:

G(X;Ci(a)) G(X;Cr(a))

Obtendo dessa forma os limites 6;,¢(X) e 0y, (X) de forma
que o I.C. é:

Pl6ins (X) < 0 < 0,,(X)] = 1 —

Exemplo 1.19.2. Suponha que uma populagdo de jovens com

ansiedade tenha a seguinte funcdo densidade:

3x2

?7 OSXSO

f(x0)=
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O esimador de maxima verossimilhanga do pardmetro 6 é o
maior valor da amostra a,, sendo a fungcdo de distribuicio

dada por:

F(ay) (%")Sn 0<a, <6

Sua fun¢do de densidade serd entdo:

flay) Gn a! 0<a,<0

Determinar o I.C. de 80% para o parametro 6.

Solugdo: Podemos considerar como quantidade pivotal: G(X;0) =
(%")3”, que seja uma transformacdo integral de a, terd uma
distribui¢@o uniforme no intervalo [0; 1], pelo que suas fun-

¢oes de distribuicdo e densidade, respectivamente, sao:
Fs(t) =t, 0<t<fo(t)=1, 0<r<1
que ndo dependem do pardmetro 6. Por tanto,

PIC(a) < G(X;0) < Cy(a)] =1 —a=1-30

Para a construgdo de I.C. para um parametro 6 pode-se obter,
para cada amostra X, um nimero infinito, pois os valores das
caudas o e ap cumpre a condicdo o + 0 = o sdo infinitos.
Assim, o conjunto das probabilidades das caudas (esquerda e

direita) pode ser dado por:

1 1

fo(t)dt :/ dt=0,15
) c

G(a 2(a)

Estatistica e Psicologia 1 Edwirde et al.



1.19 I.C. para populacdes nao normais 1l

C () Fo(a)
/ FG(t)dt:/ dt =0,15
0 0

Emque 1 -G (a)=0,15e Ci(a) = 0,15, ou seja, Co () =
0,85e Cy(a) =0, 15.

Assim, podem-se forma as equagdes:

dap

G(X;6) = (9)3 —C1(a)] =0,15

G(X;0) = (%”)3” — Co(@)] = 0,85

Obtem-se que 6;,7(X) =

3{/07856:93“1,()— 1. As-

sim, o intervalo de 70% para o parametro 0 ser4:

an an
1.C. = ;
[ /0,85 %/0, 15]
* Método geral

No método anterior implica em bucar e localizar um quanti-
dade pivotal G(X; 0), cuja distribui¢do na amostra seja inde-
pendente do pardmetro, 6. Esse procedimento nem sempre
conduz a uma simples determinag¢do dos extremos do I.C.,
pelo que, em muitas ocasides, € interessante utilizar um mé-

todo alternativo.

No método geral de construcao de I.C. ndo se exige a propri-
edade do pivot como no método anterior, podendo ter a fun-
¢do amostral do dito pardmetro, estimador que se denomina

por 6, cuja fungdo de probabilidade na amostra é h(6~,0).
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Dado um nivel de confianca 1 — &, determinam-se os extre-

mos de um intervalo Ci(a, 0) e C2(a, 0) tais que:

PICi(a,0) <06 <C(a,0)]=1—«

Para uma populacéo continua teremos:

Cl(a,e)
/ h(6~,0)d0” = 1—a
C[(OC,G)

Ou ainda,

—oo

Cl(alae) oo
/ h(6~,0)vd0 — o / h(6~,0)d0™ =
0,0

Sendo que o1 + ap; = . Como se observa na Figura 1.14.

Ci(e, 8) Ca(az,6)

Figura 1.14: Distribui¢do Normal com as caudas C; e C;

Observa-se que a indicagdo dos valores o e o (a divisdo das
areas da propabilidade) o entre as duas caudas da distribui-
¢do, influéncia na longitude do intervalo obtido.

Ao resolver as integrais anteriores obtem-se os limites: C; (0, 0)
e C2(, 0) tal que:
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P[Cl(al,e) <6 < CZ(a279)] =l-a

De onde se deduz as equacdes integrais:

C](OC],@)ZB_ CQ(OCQ,G)ZG_

de forma que, se Cj(0y,0) e C2(ap,0) sdo fungdes mond-
tonas em 6, permite encontrar os 6;,r € 6, do I.C. que se

procura:
1.C. = [Binf(X) < 0 < 0,p(X)] > 1 -«

Exemplo 1.19.3. Suponha que uma populagdo de jovens com

ansiedade tenha a seguinte funcdo densidade:

f(x;@)zsexsz, 0<x<6
O esimador de mdxima verossimilhanca do pardmetro 0 € o
maior valor da amostra 0~ = a,, sendo a funcdo de densi-
dade:
Sn Su-l
f(an)esnan 0<aq,<0

Determinar o 1.C. de 70% para o pardmetro 0 pelo método

geral.

Para encontrar as equagdes integrais adotamos o seguinte cri-

tério: iy =0 = 5 = % =0, 15. Pelo que, temos:

PIC1(,0) < ay < Ca(, )] = 0,70
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Que conduz as seguintes integrais:

C[((X,B) 5}’1 5n—1
/0 S5’ dAy = 0,15

-0
/ S Sl ga, — 0,15
Ci(.6) Q5

Cy,Cq, 67
Cole, 8)

3;';-;f(X) Intervalo 33“(‘,()

Figura 1.15: Intervalo da coordenada 6~ = a,,
Das equagdes integrais obtém-se:

Ci(a,0)= %/0,150 =0 =a, C(a,0)= %/0,850=0"
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Portanto, o I.C. sera:

ay Ay
=l 2/0,85  %/0,15

Observa-se que o I.C. coincide com o método do pivot para

1.C

]

esse parametro 6 da populacdo considerada.

Exemplo 1.19.4. Seja uma populacdo definida por: f(x;0) =
%; 0 < x < 6. Construa mediante o método geral, o 1.C.
de 90% para o pardmetro 0 a partir do estimador de md-
xima verossimilhanca 6= a,, maior valor da amostra, de

uma amostra de tamanho 20, cujo valor mdximo foi 10.

Para determinar o I.C. de 90% vamos nos basear na distri-
buicdo de probabilidade do estimador de maxima verossimi-
lhanca 6= a, fazendo:

P[Ci(01:0) < a, < Ci(a;0)] =1—a=1-0,10=0,90

A func@o densidade de probabilidade de a, é:

g(an;0) = ”[F(an)]nilf(an)

Como

* 2 2 [ &P
Fix)= [ 24 [x] =L 0<x<8
0
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>
. _ n_ .
g(an,G)—40640, 0<x<0
Cuja representacio gréfica é:
]
glay: 0} '
|
1
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
[
1} f.: ay,
Figura 1.16: Intervalo de confianca para 6
No caso em particular, como n = 20, tem-se:
n a2(n71) 2na2n71
g(an;e):n'ﬁ'ez(n_l) - g2’ 0<a, <6

Observando a Figura 1.17 da funcdo densidade, o maximo
valor da amostra se deduz que o intervalo mais curto se obtém

fazendo o = o e ap = 0. Em consequéncia, tem-se:
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P[an gCl(al;B)] = Ga[Cl(al;B)] =10% =0,10

P[an < CQ(OCQ;G)] = Ga[Cz(OCz;G)] =100% =1

€ COmo

0<a, <0

07 B a0
640 -

G(ay,) / 40 ” dn= [
940 940 40 0

Assim, temos que:

o\ 140

Ou seja,

Cl(al;e) =0 4\0/ 0, 10

CQ(OCQ; 9) =0
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- a,
Cole, 8)

Binr (X) Intervale g I5'9) a
in, Sup
Figura 1.17: Intervalo de confianca para 6

Substituindo C(a;0) e C2(0; 0) pelo maximo valor obtido
na amostra a, = 10, o valor que toma 6 em C,(0) constitue o
limte inferior do I.C. e C(0) o limite superior. Logo, o I.C.

de 6 com 90% sera:

10
10, ——| =~ [10;10,6
[ /0, 10] | ]

* Método da Longitude minima

Com os mesmos valores amostrais pode-se obter diferentes
intervalos com extremos distintos considerando o mesmo ni-
vel de confianga 1 — . Dentre todos esses intervalos ¢ dese-
javel eleger apenas um, o que apresente menor longitude, de
forma que a diferenca entre 0y, — 6;,r seja 0 menor possivel,

sempre que se tenha:
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P[Biny(X) < w < 64 (X)]

Para determinar esse intervalo utiliza o método de optimi-
zacdo condicionada dos multiplicadores de Lagrange. Nem
sempre € possivel determinar o 1.C. de nivel de confianca

1 — o de longitude minima.

Exemplo 1.19.5. Suponha que uma populacdo de jovens com

ansiedade tenha a seguinte funcdo densidade:

5x2
f(x;9)2$, 0<x<#8
O esimador de maxima verossimilhangca do pardmetro 6 é o
maior valor da amostra a,, sendo a fun¢do de distribuicao

dada por:

flan)

D o = e = = =

Figura 1.18: Intervalo com limite superior limitado
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O intervalo de longitude minima estaria limitado superior-

mente pelo limite da varidvel:
PICi(a,0)<a,<0]=1—a

1.20 I.C. assintético para qualquer parametro

Distribuiciao de Poisson Vamos construir I.C. para qualquer para-
metros do qual se tenha um estimador de mixima verossimi-

lhanga. Para isso considera-se o seguinte resultado:

Teorema 1.20.1. Verifica-se as condigées de Fisher-Wolfowitz
o estimador de mdxima verossimilhanga de 0, éMV é assin-

toticamente normal.

Oy (Xinr) — 6 N

TORE N(0;1)

Sendo I1(0) = —E [%}

Assim, dada uma amostra aleatéria simples procedente de
uma populacdo cuja distribui¢do depende de um parametro
6 desconhecido e supondo conhecido seu estimador de ma-
xima verossimilhanga, o I.C. para o dito parametro vem dado

pela expressao:

0(Xinr) — 6

l—a=P|-Z_o4n<
I-o/2 = 1(9)

< Zl—a/z

Deixando 6 no centro da desigualdade temos o seguinte I.C.
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L-a(0) = | Oy (Xiny) iZl—a/z\/I(T)]

Exemplo 1.20.1. Seja X;,y uma amostra aleatdria simples
extraida de uma populagdo Poisson de pardmetro desconhe-
cido A. Sabe-se que o estimador de mdxima verossimilhanga
para A é in(me) =X.

Sabendo que:
Distribuicdo ~ Parmetro Casos 1.C.
P(1) A Grandes amostras | barX £Z;_« \/g

Tabela 1.11: I.C. para distribuicdo de Poisson

A quantidade de informacdo de Fisher para esta distribuicio
é: I(A) = ¥, do qual se deduz:
X—2
———/n~N(0;1
vz VMo
Pode-se substituir A no denominador por um estimador con-
sistente X ou resolver diretamente. Assim:
X-2
— = \/ﬁ ~N(0;1
vx VI Ny

Logo, o I.C. para A sera:

X
L_a(A) = -

X+Zi_gp

HE

ParaX =7,7,_4/, = 1,96 e n = 15. Temos:
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_ /X
Ilfa()u) - Xizl_a/z ;
7
T+1,964/ —
' 15
= [5,66;8,33]
Distribuicdo ~ Parmetro Casos I.C.
Bernoull B(p) p Grandes amostras  p+Z; g \/ M
p p=Xeg=1-X

Tabela 1.12: I.C. para distribuicdo de Bernoulli

Distribuicao de Bernoulli

Exemplo 1.20.2. Suponha que (p=1)indica que a pessoa tem
estresse e (p=0) que ndo tem. Sabe-se que a propor¢cdo de
sucesso (ter estresse) é p = 0,70, Zl_% =1,96 e n = 20.

Encontre o 1.C. para o pardmetro p da distribuicdo Bernoulli.

p:I:Zl a\/ ]
(1—
070:&196\/070 070]

= [0,49;0,90]

Ii_a(p) =

Distribuicao exponencial
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Exemplo 1.20.3. Encontre intervalos de confianca para ex-
ponencial com pardmetro A usando os métodos da desigual-
dade de Tchebyshev e o métodos assintético teorema central
do limite (T.C.L.) e o método assintotico da mdxima veros-
similhanca (M.V.). Compare os resultado obtidos para um
nivel de confianca de 95% quando o tamanho amostral seja
120 e a média seja X = 0,72.

Método 1.C. n=120
Desigualdade de
Tchebyshev {1 i } [0,49; 1,30 ]
+ on ~ Jan
T.CL. x X [0,61; 0,87]
1- 1-
+—2 1-—2
NG
M.V 2(1-22), x(1-222) | [0,59: 0,84
A% (1- ) X (1= =) | 1059 0841

Tabela 1.13: 1.C. para os métodos Tchebyshev, T.C.L. e M.V.

Exercicio 1.20.1. Encontre intervalos de confianca para exponen-
cial com pardametro A usando os métodos da desigualdade de Tchebyshev
e o métodos assintotico teorema central do limite (T.C.L.) e 0 mé-
todo assintotico da mdxima verossimilhanca (M.V.). Compare os
resultado obtidos para um nivel de confianca de 95% quando o ta-

manho amostral seja 160 e a média seja X = 0,8]1.

Estatistica e Psicologia 1 Edwirde et al.



1.21 Intervalo de confianca para o correlacido entre duas 124
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Método I.C. n =160
Desigualdade de
X ._X
Tchebyshev [W, - J
T.CL. 72’1‘7% ;7;&%
VR
_ 7_a _ Z_a
M.V. x(1-2E)x (1-2F)

Tabela 1.14: 1.C. para os métodos Tchebyshev, T.C.L. e M. V.

1.21 Intervalo de confianca para o correlacao

entre duas populacaoes normais

Pretende encontrar o I.C. para o coeficiente de correlacdo po-

pulacional rho de duas populacdes com distribui¢do conjuntamente

normal.

1.21.1 Pequenas amostras para correlacao
Estimacdo de p (correlagdo populacional) a partir de:
1
T (e
2 1—p

Por In entende-se o logaritmo na base e. O 1.C. serd entao:

1

1. (1+p\ 1, (1+r r
Pl—-In| —— —1 — A —
[ ( )62“<1—r> 20— 1) =3

=l-a

2 1-p

1.21.2 Grandes amostras para correlacio

A estimacdo de p a partir de %ln (%) terd como [.C.:
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I (14p\ 1 [1+r 1]

Até aqui nesta secdo foi considerado que as amostras procede-

ram sem reposi¢do o que, em seu efeito, a populacido em que extraia
os dados era ilimitada ou suficientemente grande para buscar uma
situag@o equivalente. Em realidade, a maioria das amostras sdo ale-
atdrias e os coletivos de onde se extrai a informacao constitue popu-
lagdes finitas. Pode-se utiliar fatores de correcdo do desvio padrio
dos estimadores, alterando a margem do error que estavamos con-

sideando nos intervalos. Como norma geral basta multiplicar o erro

N—n

padréo por |/ 3=,

sendo N o tamanho da populacgdo.

Exemplo 1.21.1. Dado a correlacd@o amostral r = 0,40; o tamanho
amostraln = 20 e Zy » = 1,645. Encontre o I.C. para p. Com 90%

de confianca, ou seja, com um risco de o0 = 10%.

1 /14p\ 1. (1+0,40 !
Plom (P ) eom(—22) 41 645—— | =1-10%.
[2“(1—,))62“(1—0,40) ,© 5\/207—3] 0%

0,0271 < %m Gﬂ)) <0,8249

Assim, o I.C. para correlagdao populacional, p, serd: 0,225 <
p <0,678.

Exemplo 1.21.2. Seja uma amostra da idade de 14 individuos trans-
torno do pdnico (TP) que varia (0,1 a 10, por exemplo). O TP é ca-
racterizado por crises de ansiedade repentina e intensa com forte
sensacdo de medo ou mal-estar, acompanhadas também de sinto-

mas fisicos. Encontrou-se uma correlacdo igual a 0,83 entre quem
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assiste filme de terror e quem ndo assiste. Calcule, com 95% de
confianca, um 1.C. para o coeficiente de correlacdo entre as duas

varidveis.

Comn=14,r=0.83 ¢ Z/) = 1,96, temos:

1 1+r r 1
-1 = 1,175 =0,031 =0,301
2 n<1—r> ’ 2—1) V=3

1 1
—~In _*p € 1,175 - 0,031 + 1,96.0,301
2 1—p

1 /1
S (P e 1,143 £0,590
2 1—-p

+p

1
0,552 < 1n<1

< 1,734
o (155)

Sendo as cotas para p observando as tabelas:

11n<1+p>—>p 0,50

2 1—-p
1 1+p
—1 — 4
2 n<1—P> p=07

Exercicio 1.21.1. Seja uma amostra da idade de 16 individuos.
O transtorno do panico (TP) que varia (0,1 a 10, por exemplo).
Esse transtorno é caracterizado pela crises de ansiedade repentina
e intensa com forte sensag¢do de medo ou mal-estar, acompanhadas
também de sintomas fisicos. Encontrou-se a uma correlagdo igual a
0,83 entre quem assiste filme de terror e quem ndo assiste. Calcule,
com 95% de confianca, um 1.C. para o coeficiente de correlacdo

entre as duas varidveis.
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Exercicio 1.21.2. Seja uma amostra da idade de 20 individuos. Su-
ponha que a inteligéncia musical (varia de 1 a 100) e a inteligéncia
intra pessoal também varia de 1 a 100. Encontrou-se a uma corre-
lagcdo de 0,80 entre essas duas inteligéncias. Calcule, com 90% de
confianga, um 1.C. para o coeficiente de correlagdo entre as duas

varidveis (inteligéncia musical e inteligéncia intrapessoal).

Exercicio 1.21.3. Encontrar os seguintes I.C.

1. Considerando pequenas amostras, encontre o intervalo de con-
fianca de 90% de confianga para %ln ({j—g). Dadon=25er
=0,87.

2. Considerando grandes amostras, encontre o intervalo de con-
fianca 90% de confianca para %ln (}f—ﬁ). Dadon=120er
=0,89.

3. Seja uma amostra da idade de 14 individuos transtorno do
panico (TP) que varia (0,1 a 10, por exemplo). A TP € ca-
racterizado por crises de ansiedade repentina e intensa com
forte sensacdo de medo ou mal-estar, acompanhadas também
de sintomas fisicos, com os quais se calcula uma correlacio
igual a 0,83 entre estd na residéncia e fora da residéncia. Cal-
cule, com 95% de confianca, um I.C. para o coeficiente de

correlagdo entre as duas varidveis.

4. Para obter um I.C. para o coeficiente de correlacdo entre a
renta (re) e consumo de bedidas (be) de homens estressados.
Para isso, utilizou-se uma amostra aleatéria simples de tama-
nho 150, resulltando em 7, 4, = 0,65. Qual 0 I.C. ao nivel de
95% de confianga. Resposta [0,54; 0,73].
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Capitulo

Teste de hipoteses

2.1 Relacao entre testes de hipoteses e interva-

los de confianca

Relacdo entre testes de hip6teses e intervalos de confianga existe
uma correspondéncia biunivoca entre testes de hipéteses e interva-
los de confianca. Esta correspondéncia permite utilizar um inter-
valo de confianga para realizar um teste de hipdteses ou utilizar a
regido critica de um teste para construir um intervalo de confiancga
e processa-se da forma seguinte: suponha-se um teste cuja hipdtese
nula é H, : 0 = 6, a um nivel de significancia de (1 — &) 100%.

Pode-se também construir um intervalo de confianga para 0 a
um nivel de confianca de 100(1 — a)%. Entdo, testa-se H,, da
forma seguinte: se 6, estiver contido no intervalo calculado, nio
se rejeita H, e rejeita-se no caso contrdrio. Este teste terd um nivel
de significincia de o.

Por outro lado, suponha-se que se construiu uma regido critica

do teste de hipdteses. Entdo, o conjunto de todos os valores de o
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que conduzem a nao rejei¢do de H, formam um intervalo de confi-
anga a um nivel de confianga de 100(1 — &) % para 6.

Para que a correspondéncia entre testes de hipéteses e intervalos
de confiancga exista, € necessario que o intervalo de confianga tenha
a mesma natureza da hipétese alternativa. Assim, se o teste de hi-
péteses for bilateral, o intervalo de confianga também tem que ser
bilateral. Se o teste for unilateral, o intervalo de confianga também

tem que o ser € no mesmo sentido.

2.2 Tipos de erros

Nenhum teste de hipétese € 100% correto sem nenhum tipo de
erro. Como o teste é baseado em probabilidades, sempre ha uma
possibilidade de chegar a uma conclusdo errada. Ao realizar rea-
liza um teste de hipéteses, dois tipos de erros sao possiveis: tipol e
tipo IL. Os riscos desses dois erros estdo inversamente relacionados
e sdo determinados pelo nivel de significAncia e o poder do teste.
Portanto, vocé deve determinar qual erro tem consequéncias mais
severas para situag@o antes que vocé defina seus riscos. Vamos es-
tudar cada um deles. Em outras palavras, quando se utiliza uma
estatistica de amostra para tomar decisdes sobre um parémetro da
populagdo, existe sempre um risco de se chegar a uma conclusio
incorreta. Esses dois tipos diferentes de erro podem ocorrer quando
aplicamos a metodologia do teste de hipdteses.

Erros possiveis num teste de hipdteses quando se testa H, con-
tra Hy, podem ser cometidos os erros indicados como se observa na
Tabela 2.1, em que os erros tipo I e II sdo também designados por

erros de primiera e se segunda espécie respectivamente.
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2.2.1 Erro tipo I e erro tipo 11

* Quando a hipdtese nula é verdadeira e vocé a rejeita, comete
um erro do tipo I. A probabilidade de cometer um erro do tipo
1¢é o, que € o nivel de significAncia que vocé definiu para seu
teste de hipéteses. Um ¢ de 0,05 indica que vocé quer aceitar
uma chance de 5% de que estd errado ao rejeitar a hipdtese
nula. Para reduzir este risco, vocé deve usar um valor inferior
para .. Entretanto, usar um valor inferior para alfa significa
que vocé€ terd menos probabilidade de detectar uma diferenca

verdadeira, se existir uma realmente.

* Quando a hipdtese nula € falsa e vocé ndo a rejeita, comete
um erro de tipo II. A probabilidade de cometer um erro de
tipo IT é B, que depende do poder do teste. Vocé pode dimi-
nuir o risco de cometer um erro do tipo II, assegurando que
o seu teste tenha poténcia suficiente. Vocé€ pode fazer isso
garantindo que o tamanho amostral seja grande o suficiente
para detectar uma diferenca pratica, quando realmente existir

uma.

O complemento (1 — o) da probabilidade de um erro do tipo
I é chamado de coeficiente de confianga, que, ao ser multiplicado
por 100% produz o nivel de confianca. A probabilidade de rejeitar
a hipétese nula sendo falsa é igual a 1 — 3. Esse valor é a poténcia

do teste.
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—__Populagdo Realidade (desconhecida)
Amostra | Hyé verdadeira H, é falsa
D
i Rejeitar Hy Erro do tipoI | Decisdo correta
: l-o B
; Ndo rejeitar Hg Decisdo correta | Erro do tipo IT
o o 1-p

Figura 2.1: Possiveis erros de acertos de uma decisao

Probabilidades de erro e poténcia de um teste - supondo pri-
meiro hipéteses simples, H, : 8 = 6, e H : 8 = 0y, as probabilida-

des dos erros indicados sdo:

P(Erro tipo I) = P(Rejeitar H,|H, verdadeiro)
= P[(X1,---,X,) ERC|O =6, = &

O erro tipo I sé poderd ser cometido quando se rejeitar H,, en-

quanto que o Erro tipo II poderd ocorrer quando se aceitar H,.

P(Erro tipo II) = P(Ndo Rejeitar H,|H, verdadeiro)
= P[(X1,-,X,) ¢ RC|6 =6,] =P

2.3 Teste de hipodteses através do valor p

O valor p € a probabilidade de ocorréncia de um valor da esta-
tistica de teste igual ao extremo de que o respectivo valor observado

para a amostra particular (xj,---,x,), supondo que a hipdtese nula
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¢é verdadeira. O valor p é também o nivel de significAncia associ-
ado ao valor observado da estatistica de teste. Outra forma para
realizar um teste de hipdteses € através do calculo de probabilidade
de se obter um valor igual ou mais extremos do que o valor obtido
pelo pesquisador, dado que a hipéteses nula é verdadeira. Essa pro-
babilidade é denominada valor p (p-valor) e um valor p pequeno

significa uma das situacdes:

1. Um psicélogo observou um resultado pouco provdvel de ocor-

rer, supondo a hipdtese nula verdadeira ou,

2. A hipétese nula € falsa. Na pratica rejeitamos a hipdtese nula
quando o valor p € menor do que o nivel de significancia ()
fixado pelo pesquisador, o qual representa a probabilidade de

rejeicdo indevida da hipétese nula.
Bicaudal - Temos as seguintes conclusdes:

* Se —tg)y <teal < 1g)2, aceita H,.

* Sefleq >ty OUTcq < —lg ), rejeita-se H,.
Unicaudal a esquerda - Temos as seguintes conclusoes:

e Set.q > —tg, aceita H,.

e Se toq < —tq, rejeita-se H,.

—ty

Figura 2.2: Distribui¢ao t de Student unicaudal a esquerda com ni-

vel de significancia 5%
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Unicaudal a direita : Temos as seguintes conclusdes:

e Set.y < ty, aceita H,.

e Se tea > tg, rejeita-se H,.

RA a="5%

g

0 ty

Figura 2.3: Distribuicdo t de Student unicaudal a direita com nivel

de significancia 5%

Inicialmente, vamos estudar trés testes de hipdteses sdo eles:

* Teste t para uma média
 Teste t para duas amostras independentes

* Teste t para duas amostras relacionadas

2.3.1 O teste de hipotese para uma média

Um dos testes mais importantes dentro do ramo da estatistica
inferencial é o teste t de Student. O teste t de Student (ou T de
Student) para duas amostras € usado para testar se dois grupos (duas
populacdes) sdo diferentes em termos de uma varidvel quantitativa,
com base na comparagdo de duas amostras retiradas destes dois
grupos. Em outras palavras, esse teste para duas amostras permite
determinar se as duas populacdes das quais suas duas amostras sao
extraidas sdo diferentes. As duas amostras sendo medidas em uma

varidvel quantitativa continua.
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O objetivo é desenvolver métodos de testes de hipéteses como
uma técnica para alcangar diferencas e tomar decisdes em psico-
logia. Considere uma populacio da qual retiramos uma amostra
X1,X2, -+, X,. Estamos interessados em realizar inferéncia sobre a
média populacional u, para isso utilizaremos tamanho amostral (n),
média amostral X, desvio padrio amostral s e variAncia amostral 5.
Conhecendo os parametros populacionais obteremos estimar os pa-

rametros amostrais usando uma amostra aleatéria simples.

Populagéo Amostra
W
—
( \ Amoslragem aleatdria
— o
CARAMETROS ESTATISTICAS

Inferéncia estatistica

Figura 2.4: Populagdo (N) e amostra (n)

Se ndo conhecemos o valor do desvio padrdo populacional o e
a amostra € pequena, n < 30, nesse caso utiliza-se a distribuicao t
de Student.

Ou seja, uma distribuicdo t de Student com n - 1 graus de liber-

dade. O teste de hipdtese passo a passo € o seguinte:

1. Enunciar as hipéteses H, e H,

H, : hipétese nula

H, : hipétese alternativa
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A hipétese nula: é a hipotese que sugere um valor para o
parametro populacional ou a igualdade dos parametros em
teste. E a hipétese alternativa € a hipétese que sugere que a
afirmacgdo que estamos fazendo na hipétese nula € falsa. No

exemplo a seguir se gue alguns exemplos:
Exemplo 2.3.1. Considere as seguintes hipoteses:

* A média de niveis de estresse de 10 idosos (amostra

aleatoria) apos pandemia:

H,: pu=3,
Hy: W#3,
* Média da altura desses idosos:
H,: pu=1,67,
H,: u#1,67,

2. Fixar . Escolher a varidvel t de Student com gl grau de

liberdade, que serd gl =n— 1.

3. Com auxilio da tabela de distribui¢do t de Student, determinam-
se RA (regido de aceitag@o) e RC (regido de critica, ou regido

de rejei¢do).
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Teste bicaudal

Falha em
rejeitar Ho

Figura 2.5: Distribui¢ao t de Student bicaudal informando as areas

de aceitagdo e rejeicdo com nivel de significancia 5%

4. Calculo do valor da variavel: 7., e o calculo do grau de liber-
dade (gl).

5. Conclusao:

o Setoy > T /2 OU Lol <lg)2, rejeita-se H,, com risco «.

* Seitq/y <leat < 1g/p, N80 se pode rejeitar H,, com risco
.

Esse teste de hipdtese procura calcular as médias de subgrupos
e estatisticas univariadas relacionadas para varidveis dependentes
dentro das categorias de uma ou mais varidveis independentes. Po-
demos obter também uma andlise de variancia, o teste eta N2, que
mensura a porporcao da variancia total da variavel dependente que,
pode ser atribuida a varidvel de grupo (varidvel independente). O
valor eta é usado como medida do efeito da andlise de variancia. E

também o teste de linearidade.

Exemplo 2.3.2. Para medir o nivel de estresse em trés escolas num
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determinado bairro violento eram diferentes. Realizou-se uma and-

lise de varidncia de um fator para ver se as trés médias diferem.

No menu (Analisar - Compara¢des de Médias) fornece a soma,
o numero de casos, a média, a mediana, a mediana combinada, o
erro padrdo da média, valor minimo, valor maximo, o intervalo, o
valor da varidvel para a primeira categoria da varidvel de agrupa-
mento, o valor da varidvel para a Ultima categoria da varidvel de
agrupamento, o desvio padréo, a variancia, a curtose e seu erro pa-
drdo, a assimetria e seu erro padrdo, o porcentagem da soma total, a
porcentagem do total (N), a média geométrica e a média harmonica.

As varidveis dependentes sdo varidveis independentes categori-
cas. Os valores das varidveis categéricas podem ser numéricos ou
string curta (poucas letras juntas). Algumas das estatisticas de sub-
grupo opcionais como a média e o desvio padrdo tipicos que sdo
baseados na teoria da distribuicdo normal e que sdao adequados para
varidveis quantitativas com distribui¢des simétricas.

Neste capitulo estudaremos quatro procedimentos SPSS:

2.3.2 Teste T para uma média no SPSS

O procedimento One-Sample T-Test testa se a média de uma

Unica varidvel difere de uma média constante especificada.

Exemplo 2.3.3. Um pesquisador deseja testar se a pontuacdo mé-
dia de QI de um grupo de alunos difere de 100 com um nivel de
confianca de 95%. Para cada varidvel contrastante, fornece tam-
bém a média, o desvio padrao, o erro padrdo da média, a diferenca
média entre cada valor de dados e o valor do contraste hipotético.
Também testa se a média é diferenca é O e faz um intervalo de con-
fianca para a diferenca média (para o qual vocé pode especificar

qualquer nivel de confianca).
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* No menu: Analisar - Comparacdo de média - teste T para

uma amostra.

* Selecione uma ou mais varidveis para testd-la com o mesmo

valor hipotético para a média.

Exemplo 2.3.4. Testar a hipétese que a média vale 46

As hipéteses seriam:

H,: nu=46
H,: u=#46

* Insira um valor numérico de contraste (46, por exemplo) para

comparar com a média de cada amostra.

* Podemos clicar em Opgdes para controlar o tratamento de

dados perdidos e o nivel do intervalo de confianca.

(a) Intervalo de confianga - Por padrio, ele mostra um intervalo de
confianca. 95% para a diferenca entre a média e o valor de
contraste hipotético. Inserimos um valor entre 1 e 99 para
calcular outro nivel de confianca diferente do contraste da

média igual a 46.

(b) Valores ausentes - Se quisermos contrastar vdrias varidveis e
se houver dados ausentes em uma ou mais variaveis, indica-
se o procedimento de quais casos devem ser incluidos (ou

excluidos).
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Nivel_Estresse Idade var var var var
1 44
3 45 +u-\ Teste-T de uma amostra: Opges had
4 54
1 23 Porcentagem do intervalo de confianca: %
2 45 Valores ausentes |
1 42 @ Excluir andlises de casos por andlise
3 67 (@) Excluir casos por lista
2 65
3 a7 [Conﬁnuar][Cancelar][ Ajuda ]
9 M

Figura 2.6: Opcdes para o teste T para uma amostra

* Excluir casos de acordo com a andlise. Cada teste T usa todos
os casos que tem dados vdlidos para a varidvel contrastada.
Os tamanhos das amostras podem variar de um teste para ou-

tro.

* Excluir casos de acordo com uma lista. Cada teste T usa
apenas os casos que tem dados vélidos para todas as varidveis
usadas em qualquer um dos testes T de Student solicitados.

O tamanho da amostra € constante em todos os testes.

Mivel_Estresse |dade var var var var var var
1 44
45 "@ Teste-T de urmna amaostra X

54 Varidvel(is) de teste:

23 £ Nivel_Estresse & \dade
45

42

67
85
w {d

34
a6 Valor de teste:

45 [ OK ][ Colar ][Eedeﬁmr][cancelar][ Ajuda ]

= R W R W R W s R e

Figura 2.7: Menu: teste T para uma amostra
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O resultado serd o seguinte:

Teste-T
Estatisticas de uma amostra
Desvio Erro padrao
M Média Padrdo damédia
Idade 22 50,59 17,617 3,756
Teste de uma amostra
Yalor de Teste = 46
95% Intervalo de Confianga da
» i i Diferenga
Sig. (2 Diferenca ¢
t df extremidades) média Inferior Superior
Idade 1,222 21 235 4,591 -3,22 12,40
. qai 2 50,
Valor da Grau de liberdade Maior que 2,5%

estatisticat p-1 =22-1=21

Figura 2.8: Output do teste T para uma amostra

Observar que para contrastar os valores deuma variavel quan-
titativa com um valor de contraste de hipdtese, temos que escolher
uma varidvel quantitativa e introduzir um valor de contraste de hi-
poteses. Este teste assume que os dados sdo normalmente distri-
buidos; no entanto, este teste € bastante robusto contra desvios da

normalidade.

Exemplo 2.3.5. Foi selecionada uma amostra aleatéria de tama-
nho 8. Suponha que foi retirada de uma populacdo com distribui-
cdo normal. Os valores sdo: 20,3; 19,8; 20,3; 19,7; 19,8; 19,7;
19,8;---; 19,8. Teste a hipotese que a média é inferior a 20. Use

nivel de significincia de 5%.

H,: u=20
Hy: u<?20
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%20 Ygolando o

4/4/(16)

2.3 Teste de hipoteses através do valor p

Sendo s =4, n = 16. Entao, temos 1,64 =

valor de X, na equacdo, temos: X, = 21,64.
Assim, a regra de decisdo para H, sera:

e Rejeitar H,, quando ¥, > 21,64

e Aceitar H,, quando X, < 21,64
Como Hj : u > 20, devemos ter um limite critico a direita para

valores de X. Como se observa na Figura 2.9.

Regiiio de rejeicio para
hipotese nula

Figura 2.9: Limite critico para aceitar ou rejeitar a hipétese nula

Na Figura 2.10temos a distribuicdo da média amostral para tes-
tar H, : i = 20. Observa-se que para valores de X préximos de 20 a

hipdtese nula poderd ser aceita.

Edwirde et al.

Estatistica e Psicologia 1



142

2.3 Teste de hipoteses através do valor p
Padronizando
/ /
!
/’f /’f
/ o / 2
Vi A/ / Va
S [h _ .
Xe 0 1.64

Figura 2.10: Limite para aceitar ou rejeitar a hipétese nula

2.3.3 Resumo de teste de hipétese para uma média

Temos duas condigdes para esse teste de hipotese:
1. Varidncia populacional desconhecida

A estatistica de teste sera:

X— Mo
leal = 5
Jn
H H, H, Rejeita-se H, Ao nivel p valor H
M < Ho UM >U to > t(n—l;a) Po< Po = P[I > to]
U=l P<py to< T4 1) Po<Q po = Plt <1,]
H=Ho HF o |to|>t0 1.0/ PoS Po =2P[Uma cauda]
t denota uma variavel aleatoria #,—1 € f(,_1,o) @ abscisa de-

baixo dessa densidade deixa a sua direita uma area o.

Exemplo 2.3.6. Sabendo que x =20, s =4, n = 8 e a esta-

tistica de teste:
Edwirde et al.
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Teal =

s,
=

Contrastar as hipdteses:

H,: n=19
Hi: pu<19

O valor t,_1 5, = 1,89, logo aceita-se a hipotese nula, pois

1,89 > 0,7071 (t;apetado > tealuiado), OU S€ja, o valor calculado

estd na area de aceitacdo, como se verifica na Figura abaixo.

Area de
aceitacdo

Area de
rejeicdo

&
0,7071 1,89 t

Figura 2.11: Limite para aceitar ou rejeitar a hipétese nula

2. Variancia populacional conhecida

A estatistica de teste sera:

Estatistica e Psicologia 1 Edwirde et al.



2.3 Teste de hipdteses através do valor p 144

_ X—Ho
Zeal = T o
Vn
H H, H,; Rejeita-se H, ao nivel o p valor
[,LS[.LO H> U 20 > Za Poﬁa po:P[ZZZO}
u 2 Ho u < Ho Zo < —Zqg Po S 04 Po = P[Z S Z(l]
B=Ho HF o |20[> Za/2 Po< O Po = 2Pluma caudal

Z denota uma variavel aleatéria N(0,1) e a abscisa debaixo

dessa densidade deixa a sua direita uma area «.

Exemplo 2.3.7. Seja uma amostra n = 25 individuos que
apresentam transtorno de ansiedade. A média de tempo (em
dias) que se apresenta essa transtorno de ansiedade é x = 97.
Pretende-se contrastar se a média populacional do tempo de
transtorno de ansiedade é 96,5 a um nivel de significancia de

a = 5%. Sabendo que ¢ = 2. Pretende-se testar:

Hy: 1=965
H : ‘LL#96,5

A estatistica de teste € z.; = 42 que, sob H,, segue uma

|
=
S

S

distribuicdo normal padronizada. A regifo critica do teste é:
|Z0|> 2 /2- Sendo, neste caso, 24/ = 20,05/2 = 20,025 = 1,96
(Observar na tabela Z padronizado). Assim, o valor de z,

sera:

-, 97-96,5

Zcal = = 1725

5
Bl
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Assim, aceita-se H, com um risco de o@ = 5%, pois o valor
Zeal = 1,25 estd na drea de aceitacfo. Ou seja, 2.4 < Zrabelado-

Esboce um grafico para justificar essa evidéncia estatistica.

2.4 Exploracao dos dados: teste de normali-

dade e igualdade de variancias

O procedimento Explore no SPSS gera estatisticas e graficos de
resumo, para todos os casos ou separadamente para grupos de ca-
sos. Existem indmeras razdes para usar este procedimento, como
para inspecionar os dados, identificar outliers, obter descrigdes, tes-
tar suposicdes e caracterizar diferencas entre subpopulacdes (gru-
pos de casos). A inspecao dos dados pode mostrar que existem va-
lores incomuns, valores extremos, descontinuidades nos dados ou
outras peculiaridades. Explorar os dados pode nos ajudar a determi-
nar se eles sdo as técnicas estatisticas que vocé estd considerando
para a anélise apropriada dos dados em psicologia. A varredura
pode indicar que vocé precisa transformar os dados se a técnica
precisa de uma distribuicdo normal. Ou, o usudrio pode decidir que
ele precisa usar testes nio paramétricos.

Por exemplo: Observamos a distribuicao dos tempos de apren-
dizagem para labirintos de uma série de ratos submetidos a quatro
esquemas diferentes de refor¢o. Para cada um dos quatro grupos,
podemos ver se a distribui¢do dos tempos é aproximadamente nor-
mal e se as quatro varidncias sdo iguais. Também podemos identi-
ficar os casos com 0s cinco maiores € 0s cinco menores valores de
tempo. Diagramas de caixa (box plot) e diagramas de caule e folha
resumem graficamente a distribuicdo de tempo aprendizagem para

cada grupo.
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Este menu nos fornece uma série de estatisticas como a média,
a mediana, 5% de média aparada (trimedia), erro padro, varian-
cia, desvio padrdo, minimo, mdximo, amplitude, amplitude inter-
quartil, assimetria e curtose e seus erros valores, o intervalo de
confianga para a média (e o nivel de confianca especificado), o
percentis, estimador M de Huber, estimador de onda de Andrews,
estimador M re-descendente de Hampel, estimador de dois pesos
de Tukey, os cinco valores maior e os cinco menores, a estatis-
tica Kolmogorov-Smirnov com o nivel de significancia de Lillie-
fors para testar a normalidade e os graficos estatisticos e boxplot de
ShapiroWilks, gréficos de caule e folhas, histograma, graficos de
normalidade e graficos de dispersdo por nivel com testes de Levene
e suas transformacoes. Este menu nos fornece uma série de estatis-
ticas como a média, a mediana, 5% de média aparada, erro padrio,
variancia, desvio padrdo, minimo, maximo, amplitude, amplitude
interquartil, assimetria e curtose e seus erros valores, o intervalo
de confianca para a média (e o nivel de confianga especificado), o
percentis, estimador M de Huber, estimador de onda de Andrews,
estimador M re-descendente de Hampel, estimador de dois pesos
de Tukey, os cinco valores maiores € os cinco menores, a estatis-
tica Kolmogorov-Smirnov com o nivel de significancia de Lillie-
fors para testar a normalidade e os graficos estatisticos e boxplot de
Shapiro Wilks, graficos de caule e folhas, histograma, graficos de
normalidade e graficos de dispersdo por nivel com testes de Levene
e suas transformagdes. No SPSS: Analisar - Estatistica descritiva
- Explorar.
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Figura 2.12: Analisar - descritiva e explorar

Como ja vimos as estatisticas descritivas, vamos explorar os
gréficos e os testes de normalidade e o teste de igualdade de varian-
cia. O gréfico de testes de normalidade mostra os gréaficos de proba-
bilidade normal e sem tendéncia. A estatistica é exibida Kolmogorov-
Smirnov com um nivel de significincia de Lilliefors para Normali-
dade de contraste. Se especificarmos pesos ndo inteiros, ird calcular

a estatistica Shapiro-Wilks.

2.5 Normalidade univariada

O teste de Shapiro-Wilks é definido da seguinte forma:

G 2
;ai,n (Xn—iv1 — X))
V= (n—1)s2
Em que:
(a) k=5 senépar,e k= % se n é impar.

(b) X é a estatistica de ordem i-ésimo.
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(¢) a;, coeficientes tabulados segundo o tamanho amostral.

A estatistica V de Shapiro-Wilks contrasta-se os seguintes testes

de hipdteses:

H,: X énormal
H;: X nio é normal

Propriedades:

* Verifica-se que dando a igualdade a 1 apenas no caso de que

a amostra seja a replica de uma normal.

* Os valores do estatistica de Shapiro-Wilks encontram-se ta-
bulados. Na tabela aparecem os pontos criticos (V,, «), tal que
PlV <V,q| =a.

Usaremos um exemplo para verificar os passos do teste de nor-
malidade de Shapiro-Wilks.

Considere os valores de transtorno psicoticos (suponha que o
nivel varia de 1 a 20) de 11 pessoas. Pergunta-se X segue uma

distribuicdo normal?

X =[19.8,20.5,19.7,17.6,19.2,18.4,18.1,19.1,17.9, 17.3,20]

Vamos contrastar a hipétese de normalidade da populagdo da
qual se extraiu a amostra X usando o Teste de Shapiro-Wilks. Para

1SS0 se observa os seguintes passos.

1. Se ordena os 11 valores amostrais em sentido decrescente:
(20.5,20,19.8,19.7,19.2,19.1,18.4,18.1,17.9,17.6,17.3).

Estatistica e Psicologia 1 Edwirde et al.
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2. Obtém-se as diferencas entre os valores equidistante do cen-

tro:

[20.5—-17.3 20—17.6 19.8—179 19.7—18.1 19.2—

18.4].

3. Multiplica-se cada uma destas diferencas pelo correspondente

coeficiente apresentados por colunas como se observa abaixo.

n

i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1] 07071 0,7071 0,6872 0,6646 0,6431 0,6233  0,6052 0,5888 0,5739  0,5601
2 0 0,1677  0,2413  0,2806  0,3031  0,3031 03244 03291 03315
3 0 0,0875  0,1401  0,1743  0,1976  0,2141 0,226
4 0 0,0561  0,0947 0,1224  0,1429
5 0 0,0399  0,0695
6

0

Como n = 11 temos,

X(n—i+1)—x, Qi ain((n—i+1)—x)
20,5-17,3=3,2 | 0,5601 | 0,5601-(3,2) =1,7923
20,0-17,6=2,4 | 0,3315 0,7956
19,8-17,9=1,9 | 0,2260 0,4294
19,7-18,1=1,6 | 0,1429 0,2286
19,2-18,4=0,8 | 0,0695 0,0556

4. Observa-se o valor calculado da estatistica V. Antes a vari-

ancia amostral é:

Estatistica e Psicologia 1
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= ‘xi_
n—1 |5 n
1 19,84 ... +20)
2 = Lliggy g U098+ H2070 ),
10 11
Logo, V sera:
k 2
Zai,n (anH»l _X(i))
i=1
V pu—
(n—1)82
(0,5601-(3,2) +...+0,0695- (0,8)?)
prm— = 4
v 10-(1,14) 0,9493

Usando a Tabela Shapiro-Wilks vemos que Vi 59, = 0,85.

5. Logo, v, = 0,9493 > Vi1 59, = 0,85, ao nivel de 5%, assim
ndo ha evidéncias estatistica para rejeitar a hipdtese de que a
amostra tenha sido extraida de uma populacdo normal. As-
sim, X foi extraido de uma popula¢do normal, com 5% de

incerteza.
Os passos do teste Shapiro Wilks no SPSS seriam:

» Andlise - Estatistica descritiva - Explorar

¢ Inserir a variavel IDADE
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K= #3 Explorar: Gréficos Xk

Lista dependente. C} Diagramas em caixa Descritivo
1l Nivel_Estresse & ldade m @i Niveis de fator em conjunto ¥ Caule e folna
(créncos... | -
© Dependentes agrupados ¥ Histograma
Opgdes.
Lista de fatores: O Henhum
- Bootstrap. o

Dispersdo vs. Nivel com feste de Levene
Rotular casos por: @
——
Exibir

@ ambos © Estatisticas © Gréficos

Figura 2.13: Verificando a normalidade da varidvel Idade

Conferir o resultado abaixo com o valor calculado acima (V

=0,949).
Testes de Normalidade
Kolmogorov-Smirnov? Shapiro-Wilk
Estatistica df Sig. Estatistica df Sig.
Dados 144 11 ,200x 950 11 LG40

* Este & um limite inferior da significAncia verdadeira.

a. Correlagdo de Significancia de Lilliefors

Figura 2.14: Output do teste de Shapiro Wilks

Outro teste para verificar a normalidade € o Teste de Kolmogorov-
Smirnov. O procedimento de Kolmogorov-Smirnov para uma amos-
tra compara a funcio de distribui¢do cumulativa observada de uma
variavel com uma distribui¢do normal tedrica (pode ser feito com
outras distribui¢des) O Kolmogorov-Smirnov Z é calculado da maior
diferenca (em valor absoluto) entre as fungdes de distribui¢do acu-
mulada tedrica e observada. Este teste de ajuste testa se as observa-
¢Oes podem razoavelmente vir da distribui¢do normal.

Para testar a hipdtese de que a funcdo de distribuicao da varidvel

é F(x) calcula-se a estatistica:
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D, = max|F,(x) — F|

Cuja distribui¢do, quando a hipétese declarada é verdadeira, é
tabulada. Se a distancia calculada D,, for maior que a encontrada
nas tabelas, para um valor de «, é rejeita que a distribuicdo da varia-
vel seja F(x). O teste de Lielliefors é usado na teste de normalidade
quando a média e a varidncia ndo sdo conhecidas e sdo substituidas

para suas estimativas. O contraste que & feito é:

H,: F(x)énormal

H;: F(x)ndo é normal

Se o valor p for menor que o nivel de significancia ¢, ou seja,
valorp < 0,05 no qual o teste € realizado chegariamos a conclusio

de rejeitar a hipétese nula.

2.5.1 Dispersao por nivel com o teste de Levene

Controlar a transformacio dos dados para os gréificos de disper-
sdo por nivel. Para todos os diagramas de dispersdo por nivel mos-
tram a inclinag¢do da linha de regressao e testes robustos de Levene
sobre a homogeneidade de variacdo. Se selecionarmos uma trans-
formacao, os testes de Levene sdo com base nos dados transfor-
mados. Se ndo selecionarmos nenhuma variavel de fator, nenhum
grafico de dispersdo de nivel serd gerado.

A estimativa de poténcia produz um gréfico dos logaritmos na-
turais das amplitudes interquartis em relacdo aos logaritmos natu-
rais das medianas de todas as células, bem como uma estimativa da

transformacao de energia necessaria para alcancar variacdes iguais
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nas caixas. Um gréfico de dispersdo de nivel ajuda a determinar a
poténcia necessdria para uma transformacao estabilizar (equalizar)
a variagdes do grupo. A opg¢do de transformacdes permite seleci-
onar uma das alternativas de energia, seguindo as recomendacdes
do estimativa de poténcia, e gera graficos dos dados transformados.
Eu sei plote o intervalo interquartil e a mediana dos dados trans-
formados. Nio transformado gera grificos dos dados brutos. E
equivalente a uma transformacao com uma poténcia de 1. No SPSS

seria:

ar  Analisar  Marketingdieto  Gréficos  Ulitdrios  Janela  Aluda

£ Estatisticas descritivas * | [E Frequéncias.
[ Descritivos. L
[ Tabela de referéncia cruzada.

Anilise TURF
Razio.
Regressao A Gréficos -P.

s ez \ | B crétcos 0

5 Modelos mistos

Corelacionar

Redes neurals.
Classificar

Redugdo de dimensdo
Escala

Testes ndo paraméticos
Prevsio

1 Sobreuivéncia
e Witplas respostas

o D Andise de valorsusente.
n imputaclo mittpla »
% Amostras complexas

s 5 simulacko

7 Contole de qualicace

3 A cuvs Roc

Figura 2.15: Analisar - descritiva e explorar

As vezes é necessdrio que as varidveis consideradas tenham va-
ridncias iguais, ou seja, hipétese de homocedasticidade. Os testes
F de Snedecor sdo baseados nas varidncias amostrais e o teste de
Bartlett assume que as variincias consideradas tem distribui¢des
normais e € sensivel a desvios de normalidade.

Ja o teste de Levene € bastante robusto a desvios da normalidade
e a estatistica de teste € calculada a partir da anélise de variancia
entre grupos e dentro do grupo. Vamos realizar o seguinte contraste,

o teste de hipétese:
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H, : haigualdade de varidncias (homocedasticidade)
H; : nao hd igualdade de variancias (heterocedasticidade)

Se o p valor for menor que o nivel de significancia (o) rejei-
tamos o hipétese de igualdade de varidncias (homocedasticidade).

Outras opcdes nesse menu sdo: as estatisticas descritivas, o in-
tervalo de confianca para média, estimadores M, valores discrepan-

tes e percentis. Como se observa na Figura abaixo.

T = e —— —— e o
1 w“ @ n @ s x
3 45
: : : g

el Estesse 2 1dace s
! )
= @ Estimadores M
2 L Losgien, ] | o o
B 2 Lista de fatores: alores discrepantes
@ percents
: s
3 o7 P—
2 u )i ]
3 56 Exibir
2 4 ©® Ampos O Estalisticas O Gréficos
0 o
p

® (G ()

Figura 2.16: Explorar - Estatisticas

Em Grafico temos: diagrama em caixa, descritivo: ramo e fo-
lha, histograma; dispersdo versus nivel com teste de Levene, Gré-

fico de normalidade com teste.

Estresse Idade

K- 2 Explorar. Graficos b3
1 44
3 45 Lista d¢ :] Diagramas em caixa Descritivo
4 54 ol Nivel_Estresse & ldade @ Niveis de fator em conjunto [#/ Caule e folha
rancos.. | | | enueis defatorem conjunte . :
1 23 © Dependentes agrupados [ Histograma
Lista de fatores GNeaiu
1 42 = Bootstrap.
3 67 |:| [ Graficos de normalidade com testes
2 65 Dispersio vs. Nivel com teste de Levene
3 87 Rotular gasos por. 0
— :
2 34 B
3 56 Exibir @
2 45 ® Ambes O Estatisticas © Graficos @
1 a7
> 16

Figura 2.17: Explorar - Gréficos
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Click em Opcdes para manipular valores ausentes:

Nivel Estresse Idade

“ l 2 Explorar: Opgées X
45 Lista dependente A

54 [l Nivel_Estresse & Idade 5 Valores ausentes

23 Siiicss @ Excluir casos por lista

var var var

B
3
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1
2 45 Opges. © Excluir casos por par
Lista de fatores:
1 42 = © Relatar valores.
2 . L
3 a7 Rotular casos por:
2 34
3 56 Exibir
2 45 ® ampos © Estatisticas © Gréficos
1
2

.

Figura 2.18: Valores ausentes

Temos os seguintes casos usando o SPSS:

* Excluir casos de acordo com uma lista. Nesse caso valores
ausentes para qualquer varidvel fator ou varidvel dependente

sdo excluidas de todas as anélises. Este € o valor padrao.
* Excluir casos de acordo com o pareamento.

e Mostrar valores. Os valores ausentes das variaveis do fa-
tor sdo tratados como categoria separada. Os valores ausen-
tes para uma varidvel fator sdo incluidos, mas sao rotulados

como ausentes.

2.6 Teste de hipdteses para duas amostras

Existem varias tipos do teste para duas amostras, dependendo
se as amostras sdo independentesou se sdo dependentes, ou seja,
amostras pareadas, e se as variancias das populacgdes sdo (des)iguais

e/ou (des)conhecidas:
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[ Duas varidncias conhecidas )

[ Duas variancias s3o iguais mas desconhecidas ]

Duas amostras independentes

( Duas variéncias séo diferentes e desconhecidas ]

Variéncia das diferencas é conhecida j
pareadas

( Variéncia das diferencas é desconhecida )

Teste de duas médias

Figura 2.19: Principais testes de hip6teses para duas amostras

2.7 Teste de hipoteses para duas ameostras in-
dependentes

Exemplo 2.7.1. Dadas duas amostras (A e B) extraidas das po-
pulacées Py e P, o valor obtido para T indica a diferenca entre
as amostras. As duas populagées sdo homoceddstica, ou seja, tem
varidncias iguais. Considere as quantidades de alunos ansiosos e
com depressdo em 5 escolas A e em 5 escolas B. As amostras foram
selecionadas aleatoriamente. As das duas populagées sdo indepen-
dentes e suponha que as varidncias em ambas as populagdes sejam

conhecidas. Testar se as duas médias populacionais sdo diferentes.

Escoas | A A A A A B B B B B
Valores | 13 14 11 14 15 18 16 19 19 18

Exemplo 2.7.2.

Assim temos:

* 5 elementos em cada grupo, ou seja, ng =ng =135
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* A média do grupo Aéx=13,4
* A média do grupo B é ¥ = 18

* O variancia populacional de cada grupo vale Gj =2,3012¢

03 = 1,5006, respectivamente.
Segue os passos para realizar esse teste de hipdteses:

1. H,: uy —up =0e Hy : Yy # Up. Queremos testar se as duas
médias sao diferentes, observe que ndo impomos uma direcao

de maior ou menor no teste, assim o teste serd bicaudal.

2. A estatistica de teste é:

N =

na+ng—2 ny  np

(¥a —¥p)

Lcal
S, conj

Aplicando aos dados, temos:

\/(5— 1)(1,517)2+ (5 — 1)(1,225)2 [1 1
Sconj: =

| = 1
5+5-2 5+5] 08719

(13,4— 18)
w = IS5
feal 0.8719 3,275
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A diferenca da média € (13,4 - 18)=-4,6. O grau de liberdade
assumindo que as variancias sdo iguais vale (ng —ng —2 =
5—5—-2=38. O grau de liberdade considerando que as va-
ridncias sdo diferentes vale: 13,98. O erro padrdo da média
é o4/ /ma =0,517/\/5=0,678 e op//np = 1,225//5 =
0,548.

3. Como £ty y = Fit5q,/2 = £lo025 = +£2,7515. Como se ob-
serva na Figura 2.20.
a 2
Rejeita-se Aceita-se Ho Rejeita-se Tabela t de Student 2 %
Ho Ho = 7
/2 /2
¢ ¥ 0,50 025 0.10 0,06 0,026 0,01 0,005
1| 1,00000 | 2,4142 | 63138 | 12706, |5542 || 63667 | 127,32
2 | 081650 | 1,6036 | 2,9200 43127 6.2053 99248 14,089
RC RC 3| 076489 | 14226 | 23534 | 371825 ||a1765(| 58400 | 74533
4 | 0,74070 | 1,3444 | 2,1318 27764 13,4954 4,6041 5,5076
s | 072669 | 1.3000 | 20150 | 25706 |[a163a|| aca2r | 47733
6 | 071756 | 1,2733 | 1,9432 24469 2,9687 3,7074 43168
57515 O Sinal usado é H; e T a0 2aeet e Jmee ;ggg
) +2,7515 9] 070272 [ 12207 [ 1,8331 | 22622 | 26850 | 32498 | 13,6897

4.

@/2 = 5%/2 = 0,05/2 = 0,025 = 2,5%

Figura 2.20: Parte da Tabela t de Student

Ao nivel de significincia de 5%, ndo rejeitamos ahipdtese
de que as duas médias populacionais sao iguais, ou ndo ha
evidéncia suficiente nos dados para concluir que as duas po-
pulagdes consideradas sdo diferente, pois o valor -0,063 esta
na regido de rejeicdo da hipdtese nula e aceitacdo da hip6-
tese alternativa. Logo, A e B tem médias de quantidades de

alunos ansiosos e com depressado diferentes.

Observa-se que o valor encontra-se fora da regido de aceita-
¢do, ou seja, -5,275 < -2,7515. Assim, rejeitamos a hipdtese
H, de que existe evidéncias estatisticas de que tem diferenca
de médias.

No SPSS seria:
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Figura 2.21: Teste para duas amostras independentes com varian-

cias conhecidas

Conferindo os resultados anterior.

= Teste-T

[Conjunto_de_dados1] C\Psicologia_1_Livro\THdadosSPSS sav

Estatisticas de grupo
Desvio Erro padiao
Grupos N Média Fadrdo da média
Quantidade  Ansiedade 5| 1340 1517 678
Depressin 5| 1800 1225 548
Teste de amostras independentes
Teste de Levens para
igualdade de variancias teste-t para lgualdads ds Médias
5% nlzvalo de Connanga da
» Sig d(1u o S0 pau Diferenga
Quaniidad extremidades iferenga 110 padrdo
uantidade ; sig. f af ) média de diferenga Inferior Superior
!g!i:ﬂ“‘:‘;‘g“a‘s 358 566 | 6277 8 001 -4,600 872 6610 -2,590
Varis ;
i e e 5217 | 7660 001 4,600 872 6,626 2674

Figura 2.22: Saida do SPSS para o teste para duas amostras inde-

pendentes com variincias conhecidas

Exemplo 2.7.3. Dadas duas amostras (C e D) extraidas das popu-

lagbes Py e P>, o valor obtido para T indica a diferenca entre as

amostras. As duas populagées sGo homoceddstica, ou seja, tem va-

ridncias iguais. Considere as quantidades de alunos com estresse

em 5 escolas C e em 5 escolas D. As amostras foram selecionadas
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populacionais com varidncias populacionais desconhecidas

aleatoriamente. As das duas populacoes sdo independentes e supo-
nha que as varidncias em ambas as populacdes sejam conhecidas.

Testar se as duas médias populacionais sdo diferentes.

Escolas | C C C€C C€C C D D D D D
Valores | 12 145 10 14 15 20 17 18 20 16

Exemplo 2.7.4.

2.8 Teste de hipoteses para diferencas de mé-
dias populacionais com variancias popula-
cionais desconhecidas

Suponha que as duas amostras sejam oriundas de duas popula-
¢Oes com distribuicdo normal independente e varidncias desconhe-

cidas e desiguais. Neste caso, a estatistica de teste da desigualdade

entre as duas médias serd dada por:

(X1 —X)
teal = 5 3
St S

n ny

a qual tem uma distribuicio aproximada t de Student com graus

de liberdade dado por:

(it e

ny ny

G2/ (i = 1)+ ()2 /(2 - 1)

gl =

No caso do valor do gl ser fraciondrio, utilizamos um ndmero

inteiro resultado do arredondamento para menos.
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populacionais com varidncias populacionais desconhecidas

Exemplo 2.8.1. As seguintes medidas correspondem ao tempo em
hora de tratamento de secdes psicologicas. O grupo de controle,
ou seja, sem apoio psicologico. Na tabela abaixo temos o tamanho
da amostra (n), a média, o desvio padrdo e a varidncia do tempo

em hora.

Tratamento | n X S 52

Seis meses | 5 | 20,8h | 0.87h | (0,87h)% = 0,756h>
Controle | 3 | 18,7h | 3,1h | (3,1h)%>=9,61h?

Verificar se existe efeito significativo do tratamento psicologico

quanto as médias de hora do tratamento.

Para a comparagao entre as duas médias relativas ao tratamento
e ao controle, temos as seguintes hipoteses: H, : Uryq = Ucons VEr-
sus H, : Urrar 7 Ucons- Adote um nivel de significAncia de 5%, ou
seja, o0 = 10%.

O passos para realizar esse teste de hipéteses serdo:

1. Hy: uy —ur =0¢e Hy : W # Up. Queremos testar se as duas
médias sdo diferentes, ndo impomos uma direcdo de maior

ou menor no teste, assim o teste sera bicaudal.

2. A estatistica de teste €:

20,8 —18,7
feal = ( - ’):171427

a qual tem uma distribuicao aproximada t de Student com

Estatistica e Psicologia 1 Edwirde et al.



2.8 Teste de hipéteses para diferencas de médias 162
populacionais com variancias populacionais desconhecidas

graus de liberdade dado por:

o ememp
& = @EpGons @yeon o

3. O valor critico seria fo;g1 =14/2.61 = 10,10/2:2,21 = 4,303 = tyap.
Observe a tabela abaixo:

a e
ieif . igif Tabela t de Student 2, %
y Rejeita-se ) Aceita-se Ho ¢ Rejeita-se 2
CHe I 4 T
—Llaj2 al2
o
N 050 | 025 | o0 [|oos |[loe2s | oor | ocos
111,00000 | 24142 i 12-06--.1116,542 || 63,657 | 127,32
—=>[2 [ 081650 | 1,6036 | 2.9200 { 62053 (| 9.9248 | 14,089
RC RA RC 37[70,76489 | 1,426 | 2,35 2 4.1766|| 58409 | 7,4533
4| 074070 | 173444 [ 21318 | 27764 |[34954|| 46041 | 55076
5 | 072669 | 1,3009 | 2,0150 | 25706 | (31634 40321 | 47733
kad 6| 071756 | 1,2733 | 1,9432 24469 2,9687 3,7074 43168
1,41 | 12543 | 18946 | 23646 | [28412]| 34095 | 40293
_43127 4 +4,3127 12403 | 18595 | 23060 [[27515]| 33854 | 38325
» 4 9 | 070272 | 1,2297 | 1,833 22622 26850 | 32408 3,6897

O Sinal usado é H,

Figura 2.23: Teste para duas amostras independentes com varian-

cias desiguais

4. Como 4,303 =t,4p, 0 valort.,; = 1,1427 esta dentro intervalo

que pertence a regido de aceitacdo, ou seja, [—4,303; +4,303].

5. Conclusdo: Aceitamos a hipétese nula ao nivel de signifi-
cancia de 10%, concluimos que o tratamento psicoldgico nao
forneceu um resultado diferente do controle, ao nivel de sig-
nificancia de 10%. (CUIDADO: O tamanho amostral € muito

pequeno).

Exercicio 2.8.1. Dado os grupos 1 e 2 testar as seguintes hipdteses:
H, : 1y = [ versus Hy : ) # . Adotando nivel de significancia
de 5%.

Grupol |25 24 25 20 24
Grupo2 | 20 24,5 19
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Exercicio 2.8.2. Dado os grupos 1 e 2 testar as seguintes hipdteses:
H, : W = Uy versus Hy : W > Up. Adotando nivel de significancia
de 5%.

Grupol |25 24 25 20 24
Grupo2 | 20 24,5 19

Exercicio 2.8.3. Dado os grupos 1 e 2 testar as seguintes hipdteses:
H, : uy = up versus Hy : Uy > Up. Adotando nivel de significancia
de 5%.

Grupo1 | 31 20 26 19 24 25 28 24 29
Grupo2 | 24 21,5 19,6 29 27 28

2.9 Teste de hipotese para varidncia populaci-

onal

Seja X1,X>, - - -, X,, uma amostra aleatéria de tamanho n retirada
de uma populagdo normal com média populacional u e desvio pa-
drao populacional 6. Suponha que desejamos testar uma hipétese
sobre a variancia o desta populagio.

Para isso calcular-se a variavel:

(n—1)8?

2 _
Xeal 63

Sendo n o tamanho da amostra, S? a variancia amostral e 62 o

valor da hipétese nula. Pretende-se testar:
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H,: o’=o0?
H,: 0>+#02,0°>02,0°<0?

0

Fixar a. Escolher a varidvel Qui-Quadrada com g/ = (n—1).
Com auxilio da tabela da distribuicao Qui-Quadrado, determinam-

se RA e RC (ou RR regido de rejeicao).

™

a/2 | \ /2 .‘. \ « a |
/I < I " B N

y, o

5
xﬂ;f xﬂrp xz X
Unicaudal 4 direita Unicaudal 3 esquerda

Bicaudal

Figura 2.24: Qui-Quadrado unicaudal e bicaudal

Essas regides criticas sdo vdlidas quando as hipdteses nula é:
H,:0? <062 ouH,:c?> 0?2 Segue o teste de hipéteses para 6>

quando i € conhecido e e quando u é desconhecido.

1. Teste de hipéteses para 62 quando p é conhecido

A estitistica de teste sera:

2

& (i —p)
Xcal = ZT

i=1 o

Estatistica e Psicologia 1 Edwirde et al.



2.9 Teste de hipdtese para variancia populacional 165

H, H, Rejeita-se H, ao nivel o p valor
0’<o, o’>o0, Xoa > XI?;(X Po=PIC > %2
c?>0?2 o’<o? X < X1 Po=P[C < x2)]
c?=0? o’#0? 12> Xr%;a ) Po = 2Puma cold]

2 2
xcal < xn;lfoc

. . L . C el e 2 2
C denota uma varidvel aleatéria com distribui¢do y,; € X @
abscissa debaixo dessa densidade que deixa a sua direita uma
area ol.

2. Teste de hipéteses para 6> quando i é desconhecida

A estitistica de teste sera:

" (n—1)s?
cal = — 5
G()

H, H, Rejeita-se H, ao nivel a p valor
c’<o, o’>oc, Xt > Xon 1 Po="PIC> X2
o’>0, o’<oa, Xow < Xo11-a Po=PIC < x2,]
ol=0? o?+#0c? Ko > X 1.0/ Po = 2P[uma cola]

2 2
Xc,al < xn—l;l—a

., L, . . . o~ 2 2

C denota uma varidvel aleatoria com distribuicdo x, | € X, .,
abscissa debaixo dessa densidade que deixa a sua direita uma
area Q.

Exemplo 2.9.1. Considere uma amostra aleatoria de tamanho n =
25. A varidncia amostral dessa amostra a igual a 0.2209. Sabendo
que a média populacional | é desconhecida. Testar as seguintes

hipoteses:
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H,: 06>=0,25
H : ¢2>0,25

A regido critica do teste € x,,2 = x,%_l. o~ A estatistica de teste

(€N

(n—1)s* (25—1)0,2209
Xcal 0_02 0’25 )

O valor tabela sera: xfﬁl;a = X25-1:0,10 = 33,19. O valor p
serd: p, = P[)(Czal <21,20] = 0,6265 > 0,10. Assim, aceita-se H,

com bastante evidéncia estatistica.

Exercicio 2.9.1. Considere uma amostra aleatoria de tamanho n =
31. Sabendo que a média populacional | é desconhecida, o desvio
padrdo amostral é igual a 4,56. Fazendo o = 5% testar as seguin-

tes hipoteses:

H,: ¢>=0,30
{ Hi: ¢2>0,30
Exercicio 2.9.2. Considere uma amostra aleatoria de tamanho n
= 36. A varidncia populacional dessa amostra a igual a 0.40 e a
média populacional . vale 4. Dado também que ¥3°(x; —4)? = 8.
Pede-se

a) A regido critica do teste

b) Testar a as seguintes hipdteses:

H,: ¢%*<0,60
H: o’ > 0,60
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2.10 Teste de hipotese para T pareado

Consideremos duas amostras dependentes x,- -+, X, € y1,- -, Va.
Neste caso consideraremos observagdes pareadas, isto €, podemos
considerar que temos na realidade uma amostra de pares (xj,y;),
-+ ,(xp,yn). Define-se que D; = x; —y;, parai = 1,2,--- n. Assim
obteremos a amostra Dy, ---,D,, resultante das diferencas entre os
valores de cada par. Como as amostras sdo dependentes, vamos
considerar que D; ~ N(up,03). Para realizar o teste T pareado

devemos primeiramente enunciar as seguintes hipoteses:

H,: Up = 0
Hy: pp#0, up >0, up <0
O parametro U serd estimado pela média amostral das diferen-

¢as, ou seja D o parAmetro, 63 serd estimado pela varidncia amos-

tral das diferencas, ou seja,

» _ YD;—D)?
n—1

O teste serd realizado pela expressao:
D—pp

Sp
n

Segue uma distribui¢cdo T de Student com n-1 graus de liber-
dade. Tudo o que foi dito para o teste T comum serve para o teste T
pareado, basta substituir a média por pp e o desvio padrdo amostral
por Sp. Com isto, temos que a um nivel de significincia o.

Os pontos criticos sdo determinados por 7o/, € —14 /> para o caso
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bilateral, ro¢ para o caso unilateral a direita e —f, para o unilateral
a esquerda.

Observacdo: A medicdo se realiza sobre as mesmas pessoas,
portanto, ndo temos duas amostras aleatdrias independentes, mas

somente uma.

Exemplo 2.10.1. Encontrar evidéncia a favor de que o tratamento
contra ansiedade surta o efeito desejado (baixa do colesterol). Os
valores de antes e depois do tratamento se encontram abaixo (da-

dos ficticios).

Antes 200 210 330 240 260 300 245 210 190 225
Depois | 150 200 275 250 200 250 200 180 190 205
Diferenca | 50 10 55 -10 60 50 45 30 0 20

Enuciando as hipéteses:

H,: up=0
H: ,U,D>0

Se up = 0 significa que ndo houve nenhuma melhora no nivel
de colesterol em virtude da ansiedade. Se up > 0 houve algum bom
resultado.

Elevando os valores das diferencas ao quadrado, temos:

Diferencas Soma
D; 50 10 55 -10 60 50 45 30 0 20 310
D? 2500 100 3025 100 3600 2500 2025 900 O 400 | 15150
_ 310 31
10
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10.15150 — (310)2
_ — /615,55 = 24,81
= \/ 10(10—1) ’ ’

O erro padrao da média € calculado por:

Sp 24,81
sn = 2D _ —7.84
b Vi /10

O grau de liberdade é: 1,_| = tjp—1 = t9 (distribuicdo t de Stu-

dent com 9 grau de liberdade).
O valor de 7., sera:

teg = 371,;40 = 3,951
O valor calculado encontra-se claramente na regido critica (re-
gido de rejeigdo) do teste (¢cal) > t,ab), portanto, concluimos que
existe evidéncia estatisticamente significativa contrdria a hipdtese
nula e a favor da hipétese alternativa (a0 menos com um nivel de
significancia de 5%). O valor t(9,5%) = 1,8331 (veja na tabela

t-Student para o caso unilateral com 9 grau de liberdade.
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' ) valor p € essa
' pequena irea

0,003

i RA a
’ \ 3
! es% -

2.5% = 0,025 i :

d W A

ey ; a

0 2262 3.951 it 4

Figura 2.25: Distribui¢do t de Student unilateral

Rejeitar H,, pois 0,003 < 0,05. Também observa-se que t.,; =
3,951 > t,,p = 2,262. Observe também que a drea (valor p) € 0,003
estd dentro da drea 0,025, ou seja, 0,025 > 0,003. Assim estd na

regido de rejeicdo (RR ou RC) como se observa na figura acima.

Exemplo 2.10.2. O presidente de uma grande empresa pretende
implementar um programa de atividade desportiva para os empre-
gados com intuito de diminuir a ansiedade nos empregados. Assim,
Sforam registrados os niveis de estresse no ano anterior e no ano
seguinte ao do inicio do programa de 15 pessoas que aderiram ao
mesmo selecionados ao acaso. Suponha distribui¢cdo normal os
niveis de estresse referidos, pronuncie-se sobre a eficdcia do pro-

grama através de um intervalo de confianca a 95 %.

Empregados 1 2 3 4 5 6 7 8
Antes 104 190 101 133 153 176 128 130
Depois 8 130 75 110 100 &9 102 98

Empregados | 9 10 11 12 13 14 15
Antes 80 53 123 101 173 102 72
Depois 45 46 92 84 165 81 55
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D—
P (-to,ozs < SD'uD < +to,025> = 1-5%

n

A média amostral é D = 30,8 e o desvio padrio é Sp = 21,27.
A estimativa pontual de up = D = 30,8 e, sendo o desvio padrio
de D desconhecido, terd que ser estimado a partir da amostra, ou

seja, 6p = 21,273. O intervalo de confianga dado por:

_ Sp = S
[D_toc/z\/%QD‘Fta/Z\/Dﬁ}

Em que 74/, € o quantil apropriado da distribuigao 7,,_).

D—
p <_t0,025 < SD“D < —Ho,ozs) = 1-5%

n

Sabe-se que 79 02514 = 2, 14. Assim, o I.C. sera:

21,273 21,273
FQ8—2J4 227:30,8 42, 1472 ]—
V15 V15

[19,05;42,55]

Estima-se com 95% de confianga que a diferenca média dos
niveis de estresse referidos antes e depois do programa de atividade
desportiva esteja compreendido entre 19,05 e 42,55.

Testar também as seguintes hipéteses:
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No SPSS seria:

H,:
Hli

up =0
up >0

ar  Visualizar Dados Transformar Analisar Marketing direto  Graficos  Uilitarios  Janela  Ajuda
e - Relat6rios r EEA e
] i~ 5HE 20
B Estafisticas descrtivas === ad 9 0
Tabelas »
Antes Depois var Comparar médias * | D wedias
104 85 Wodelo linear geral » s ab R T
190 130 i »
Wodelos lineares generalizades Teste-T de amosiras independentes..
101 1 Hodelos mistos » et ;
este-T de amostras em pares
133 10 Correlacionar »
153 100 a . + | Avgva unisrrecional
Regressio
18 8 Log linear ’
128 102 Redes neurais »
130 %
Classificar »
80 45 - .
Redugiio de dimensio »
53 48 Eeonl ,
123 %2 Bk
El éf »
101 o Tsﬁteﬁygan paramétricas
173 165 Previsao »
2 o Sobrevivéncia »
7 55 Wiltiplas respostas ’
Figura 2.26: 1Passos no SPSS
Antes Depois var | var | var | v [ v ] var | var |
104 85 TR Teste-T de amostras em pares X
190 130
101 75 varidveis em pares
153 o & Antes Par__|Varidvell |Varidvel2
& Depais 1 [Antes] [Depais]
153 100
176 89
128 102
130 98
80 45
53 48
123 92 -]
101 84
173 165
102 81
72 55

Figura 2.27

O resultado seria:

Passos no SPSS continuacio
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+ Teste-T

Estatisticas de amostras emparelhadas

Desvio Erro padrdo

Média N Padrio da média
Part  Antes 121,27 15 39,593 10,223
Depois 90,47 15 31,038 8,014

Correlagées de amostras emparelhadas
[ [ W [Corelagdo | Sio._|
| Part_Antes & Depois | 15 | 846 | 000 |

Teste de amostras emparelhadas

Diferengas smparelnadas
5% Intervalo de Confianga da sig.2
Desvio Erro padrda Diferenga extremidades
Média Padrio damédia Inferior [ Suerior t df
Par1__ Antes- Depois | 30,800 21,268 5,491 19,022 | 42,578 5,609 14 000

Figura 2.28: Output do SPSS

D
Sp Ln—1)
N

T =

Exemplo 2.10.3. Considere as medigcoes sanguineas sistolicas pré-

tretamento e pos-tratamento de um problema de ansiedade.

Tabela 2.1:

Pré-tratamento  Pés-tratamento | diferencas d?
217 209 8 82 =64
252 241 11 112 =121
229 230 1 12=1
200 208 8 82 =64
209 206 3 3?2=9
213 211 2 22 =4

No R seria:

A<-c(217,252,229,200,209,213)
D<-c (209,241,230,208,206,211)
d<-A-D; d
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n<-lenght (A)

md<-mean (d); md

s<-sd(d); s

dan2

t<-md/ (s/sqrt (6));t

Li<- md-gt (0.95,n-1)+*s/sqgrt(n); Li
Ls<— md+qgt (0.95,n-1) *xs/sgrt (n); Ls
To<-md/ (s/sqrt{n}); To

_D_
sa/\/n

T, < — =0,9118

2.1

N3o se verifica a condi¢do de rejeicdo e se conclui que nio se

pode rejeitar H, a nivel de o = 5%, de maneira que os dados sio

indicativos de que o tratamento ndo tem propriedade redutora de

ansiedade ao nivel fixado. A mesma conclusdo chega-se mediante

o p-valor dado por:

po = P[T >0,9118] = 0,2018 > 0,05

(2.2)

2.10.1 Resumo de teste de hipoteses para a diferencas de

médias populacionais relacionadas

Como vimos que a estatistica de teste é:

fecal =

B!
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H, H,; Rejeita-se H, ao nivel o p valor
,LL]*‘UQSO ,Ll]*,u,2>0 [1)>tn71;05 P():P[tho]
p() S a
.ul_.uZZO NI—M2<0 to > —lh—1;0 pOZP[TSZO]
Do < O
mi—t2=0 p—pup#0 [to]> ta1:0/2 Po = 2Pluma caudal
Po<

T denota uma varidvel aleatéria com distribuicdo ,_1 € f,_1.qa
abscissa debaixo dessa densidade que deixa a sua direita uma area
a.

Exemplo 2.10.4. Uma empresa farmaceutica estd interresada na
investigacdo preliminar de um novo medicamento que podia ter
propriedades redutoras de colesterol. Com essa finalidade selecionou-
se uma amostra aleatoria de 6 individuos compardveis, e se deter-
minou nivel de colesterol antes e depois do tratamento. Os resulta-

dos foram os seguintes:

Antes 220 252 229 200 209 213
Depois | 209 241 230 208 206 211
Diferenca | 8 11 -1 -8 3 2

Assumindo que a diferenca entre os niveis de colesterol é uma
varidvel aleatoria normal. As hipéteses a serem testadas serdao: H, :
Uy = Up contra Hy : Wy > Uy.

A média da diferenga é: D = 3. O desvio padrdo da diferenca
é: sp =7,29 e n = 6. Assim, tem-se:

T, < =1,0074 (2.3)

D
sa/\/n

D<-c(11,11,-1,-8,3,2)

mD<-mean (D)
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Sd<-sd (D)

n<-6

t<— mD/ (Sd/sgrt(n));t

1-pt (1.007491,n-1) % valor p
[1] 0.179969

T, sob H,, segue uma distribuicao fs. Fixando o0 = 5% a regido
critica do teste € #, > 1559, = 2,015. Assim, .4 < t;4», l0g0 aceita-
se a hipéteses nula. Observe também que p, = P[T > 1,0074] =
0, 179969, uma area maior que 0,05, logo aceita-se H, com um risco
de 5%.

2.11 Teste para uma proporc¢ao populacional

Feita uma afirmacao sobre uma proporc¢ao (p), deseja-se estabe-
lecer um critério para aceitar ou ndo a hipétese, com base nos dados

de uma amostra aleatdria simples. Os passos sdo os seguintes:

1. Enunciar as hipéteses H, e H,

H, P = Do
Hi: p#po, P>Po, P<PDo
2. Fixa-se o nivel o

3. Retira-se uma amostra de tamanho n e define-se x: nimero

de sucesso, calculando p, = 7.

4. Determina-se a propor¢do dado no teste de hipétese H,,, 05 =

PHy -9H,
n
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5. Define-se como varidvel critério: Z = p”;ﬂ
p

6. Com auxilio da tabela de distribui¢do Z normal, determinam-
se RA e RC.

7. Conclusio:

* Se —Zyjy < Zeat < +Zg ), aceita-se H,

* SeZa > Zyjp 00 Zeat < Zg2s rejeita-se H,.

Exemplo 2.11.1. Deseja-se testar a igualdade entre as proporcoes
de homens e mulheres que tém diversidade de motivo (fisiologico:
fome, sede, esquiva a dor). Os resultados estdo na Tabela abaixo.

As amostras foram aleatdrias independentes de homens e mulheres:

1. Enunciar as hipéteses

Tabela 2.2: Ndmero de homens e mulheres
Homens | Mulheres

x1 =70 x2 =150
n; =200 | x, =200

Sendo x; o nimero de homens e x; o nimero de mulheres.
Admita o = 10%.

Hy: pir=p2
H: p#p
2. Para o¢ = 10%. Escolher a varidvel normal padronizada.

3. Com auxilio da tabela de distribuicdo Z normal, determinam-
se RA e RC.
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Figura 2.29: Distribui¢do normal padronizada bicaudal

4. Calculo dos valores das variaveis:

X1 70
= N _ " 35
P n 200
X2 50
= B2_2 25
P2 o 200
7
b = xi+x 70450 0,30

ni+ny 2004200

0,35-0,25
Zew = —F———=o=—=2,18

0.3(0,7)(535)

5. Conclusdo: Como Z.,; > 1,64, rejeita-se a hipétese de igual-
dade entre as proporcdes, concluindo-se com risco de 10%

que as propor¢des sdo diferentes.
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2.12 Teste T para duas amostras independen-

tes

O teste T (ou t de Student) para duas amostras independentes
permite testar hipSteses referentes a diferenca entre duas médias
independentes. Considere duas populacdes normais, com médias
U e Uy, de cada uma das quais selecionamos uma amostra aleatéria

de tamanhos n; e n;, respectivamente.

X —X
zZ=-"1"22_N(0,1)
of L o3
Ty

Considere também a varidncia amostral combinada:

@ _ (m=DSi+(m-1)s;
P ny+ny—2

2

1. Quando 67 e 67 sio conhecidos. A estatistica de teste sera:

X —X,
Zo = > > ~ ]V(O7 1)
Jot Lo
np ny
H, H,; Rejeita-se H, ao nivel o p valor
W< > 2 > 2a Po=P[Z > 2,
Do <
W= W< %20 < —Za Po=PlZ <z,
Pol
Ui =My W F 2 |20|> 2 /2 Do = 2Pluma caudal
p() S a
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Z denota uma varidvel aleatéria com distribui¢do N(0,1) e
Z¢ a abscissa debaixo dessa densidade que deixa a sua direita

uma area o.

2. Quando 67 e 67 sdo desconhecidas e 62 = 67. A estatistica

de teste sera:

X —X,
to =
2 /11
SP ny + n
H, H,; Rejeita-se H, ao nivel o p valor
<ty > to > th+m—2:ax po=P[T >1,]
pPos
Hi Z H2 Hi < M2 t, < _tn1+n272;a Po = P[T S to]
Po <
M= ML lto|> tny4my—2:0/2 Po = 2P[uma cauda]
p() S a

T denota uma varidvel aleatéria com distribuigdo #,;,1n,—2 €
bni+ny—2;0/2 @ abscissa debaixo dessa densidade que deixa a

sua direita uma area .

Exemplo 2.12.1. Foram selecionadas de forma aleatoria duas amos-
tras de tamanho ny = 28 e np = 25. As médias amostrais dessas
amostras foram: X1 = 10 e Xo = 9 e as varidncias amostrais foram
53 =0,43 e s3 = 0,55. Assumindo que os dados foram extraidos de
uma distribui¢bes normais com 6} = 63. Pede-se testar as hipdte-

ses.

H,: H1 = 2
Hy: W # W
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No R seria:

x1b<-10

x2b<-9

nl<- 28; n2<-25

s12<-0.43

s22<-0.55

sp2<— ((nl-1)*sl2 + (n2-1)*s22)/(nl+n2-2); sp2
sp<-sqgrt (sp2); sp

to<- (x1b - x2b)/(sp*(sqgrt(1l/nl + 1/n2))); to
valorp<— 2* (1l-pt(to,50)); valorp

[1] 3.578536e-06 =0,0000

A estatistica de contraste T, sob a H,, segue uma distribui¢ao

184252 = I51. Assim,

A um nivel o = 5% verifica-se a condi¢do de rejei¢dao. O p
valor serd: p, = 2P[T > 5,2104] = 0,0000, como 0,05 > 0,000,
o valor 0,0000 na 4rea de rejeicdo, logo rejeita-se a hipdtese nula,
aceitando que U; # U.

2.12.1 Uso do SPSS para um teste T para duas amostras
independentes

Para pequenas amostra n < 30, usa-se a estatistica t de Student.

Para amostra maior que 30 usa-se as férmulas vista no item acima.

Exemplo 2.12.2. Considere dois grupos de alunos de psicologia

que tiveram metodologias pedagogicas diferentes. Queremos saber
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com um nivel de significancia de 0,05 se existe diferenca entre a

média dos dois grupos. As hipoteses sdo:

H() : Ha=Up
Hy: pa # Up

Grupoy = [15,12,11,18,15,15,9,19, 14,13,11,12,18, 15,
16,14,16,17,15,17,13,14,13,15,17,19,17, 18,16, 14]

Grupog = [11,16,14,18,6,8,9,14,12,12,10,15,12,9, 13,
16,17,12,8,7,15,5,14,13,13,12,11,13,11,7]

A média e o desvio padrdo do Grupo A e B sdo respectiva-
mente, X4 = 14,93, 54 =2,50e Xz = 11,77, sg = 3,30. O tamanho
amostra € n=30. Assim, o erro padrdo da diferenga entre as médias

estimadas sdo:

Epd = \/S%/Nl +S123/NB

Sendo Epd o erro padrdo da diferenga. E sf‘ ¢ a variancia do
grupo A, s% a variancia do grupo B. N4 e Np é o nimero de obser-
vacdes em cada grupo.

Observacgdo: para amostras relativamente pequenas (N < 30) a
distribui¢do amostral tende para a distribuicao T de Student. Vamos
calcular a probabilidade que o Epd esteja nessa faixa necessaria,
aplicando a férmula na definicdo. Temos:
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Epd = \/2,502/30+3,3o2/30 =0,756

%1 —%5 14,83-11,77
t= = =4,188
Epd 0,756 ’

Se procurarmos esse valor na Tabela da distribuicdo T de Stu-
dent para 29 graus de liberdade (N — 1) = 30— 1 =29, veremos que
devemos rejeitar H, e concluir que existe uma diferenca estatistica-
mente significativa entre as duas amostras A e B. Temos razdo em
acreditar que o método pedagdgico no curso de psicologia influen-

cia os resultados finais dos alunos.

2.13 Teste com amostras independentes e vari-
ancias iguais

Considere duas amostras independentes, oriundas de duas po-
pulagdes com distribui¢do normal, com médias t; e Uy, € com va-
ridncias 612 e 0'22, desconhecidas e iguais. A estatistica de teste para
verificar se asa duas médias populacionais sdo iguais ou ndo ¢ a

seguinte:

Xq —Xp
Sa

Sendo d = x| — X, e o estimador do desvio padrdo da diferenca

entre as médias amostrais €:
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Sd:\/(n1—1)5%+(n2—1)s§ [1 +1]

ni+ny—2 n  np

Sob a hipétese nula, tem distribuicdo t de Student com n; +
ny — 2 graus de liberdade. Senho n; e ny o tamanho da amostra
da populacdo 1 e 2 respectivamente, e S% e S% sdo as respectivas

variancias amostrais.

Exemplo 2.13.1. Suponha que temos as amostras de duas popu-
lacdes normais: A=(1,3; 1,4, 1,1; 1,4, 1,5) e B=(1,8; 1,6; 1,9;
1,9; 1,8). Assumindo que as duas populacoes tenham varidncias
populacionais iguais. Dado s = 1,34; xgp = 1,80; Gﬁ =0,023 ¢
o3 =0,0150.

o valor de ¢, sera:

1,34—1,80

feal = (5-1)0,023+(5-1)0,015 1 , 1
VB R0 (1

Observando a Tabela da distribui¢do T de Student observamos
que: 13 59,/2 = 2,306.
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Tabela t de Student com v graus de berdade. /M/ o
— ITr7es
fay

PH(T, > )= @

o 0.1 0.05 0.025 0.01 0.005 0.001 0.0005

N
1 3078 6314 12076 31.821 63657 318.310 636.620
2 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 22.326 31.508
3 1638 2353 3182 4541 5841 10213 12924
4 1.533 2132 2776 3.747 4,604 7173 8.610
5 1.476 2.015 257 3.365 4,032 5.893 6.869
6 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 5.208 5.959
7 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 4.785 5.408
=8 1,397 1.860 2.8% 3355 4501 5041
9 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 4.297 4781
10 | 1372 1812 2228 2764 3169 4144 4587
1" 1.363 1.796 2.201 2718 3.108 4.025 4.437
12 | 1386 1782 2179 2681 3085 3930 4318

Figura 2.30: Tabela t de Student com v grau de liberdade

Na Figura, rejeitamos a hip6tese de igualdade das populacdes A
e B, pois o valor -5,26 estd fora do intervalo -2,306 e +2,306 (4rea

de aceitagdo).

Teste bicaudal

25%

Falha em
rejeitar Ho

Rejeita Ho e Rejeita Ho

-5.263 2306 2306 5.263 Valor da area 0,001

Valor da area 0.001

Figura 2.31: Tabela T de Student bicaudal com 8 graus de liberdade

A estimacdo do quanto mais A em relacdo a B pode ser feita
através do intervalo de confianca para a diferenca entre as médias,

up — Ha. O intervalo de confianga é dado pela expressao:

IC(up — a3 95%) = (Xp — %) £ 1(n, 40y —2:5%)-Sd
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Concluimos que:

IC(1p — 11a:95%) = 0,46 =+ 2,306(0,0873)
IC(1p — 114:95%) = 0,46 £0,20131
IC (g — 114;95%) = [0,2587;0,6613]

Exemplo 2.13.2. Suponha que temos as amostras de duas popu-
lacdes normais: A=(1,8; 1,5; 1,3; 1,8; 1,3) e B=(1,1; 2,6; 1,8;

1,7; 1,6). Assumindo que as duas populagcoes tenham varidncias

populacionais iguais. Dado Xy = 1,64; xg = 1,91; Gj =0,028 ¢

6% =0,061.

2.14 Teste com amostras independentes com va-

riancias desconhecidas e diferentes

Considere duas amostras independentes, oriundas de duas po-

pulagdes com distribui¢do normal, com varidncias 612 e 622, des-

conhecidas e diferentes. Esse teste ¢ valido para n; +np; < 30. A

estatistica de teste para o teste de hipdtese seré:

_Xa—H
feal = S-
Xd
YY)
szl = 71 + 72
ny  n

Entao, o valor de de ¢.,; serd entao:
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(X1 — %) — (11 — 1)
5.8
n U onp

Teal =

Com grau de liberdade igual a:

Exemplo 2.14.1. O QI de 16 estudantes de uma zona pobre de
certa cidade apresenta a média de 107 pontos com desvio padrdo
de 10 pontos, enquanto os 14 estudantes de outra regido rica da
cidade apresentam média de 112 pontos com desvio padrdo de 8
pontos. O QI em ambas as regides tem distribuicdo normal. Hd

uma diferenca entre os Qls médios dos dois grupos a 5%?

Procedimento para efetuar o teste de hipdtese:

1. Enunciar as hipéteses H, e H,

Hy: iy — o =0o0u ) = tp
Hg: i — 2 # 0 ou Wy #

2. Fixar a. Escolher a varidvel t de Student com gl grau de
liberdade

3. Com auxilio da tabela de distribuicdo t de Student, determinam-
se RA e RC
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Teste bicaudal

Falha em
rejeitar Ho

0%
Rejeita Ho

Figura 2.32: Distribuicdo t de Student bicaudal informando as areas

de aceitacdo e rejei¢do com nivel de significAncia 5%

4. Cdlculo do valor da varidvel: 7., e o cdlculo do grau de liber-
dade.

5. Conclusao:

o Se teq < tyap, aceita H,.

* Caso contrdrio, rejeita H,,.

Aplicando aos dados do exemplo, temos:

Tabela 2.3: Valores calculados
Tamanho Médias  Variancias | Diferencas das médias

m=16 % =107 o}=100

Xg =X1 —X2

=14 i =112 022:64 X =107-112=-5

100 | 64)2
l_@_2_2974
STy ey T

Torl T TatT
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100 64
Sz, =\ —+— =+/10,82=3,28
e 16 14 ’ ’
~5-0
teal ( 393 )——1,52
Teste bicaudal
25 Falha em
rejeitar Ho
Rejeita Ho % Rejeita Ho
p L
- D

Figura 2.33: Distribuicdo t de Student com 29,74 graus de liber-

dade, informando as dreas de aceitacdo e rejei¢do

Como ¢, € RA, nio se rejeita H,, isto €, ao nivel de 5% nao é

significativa a diferenca entre os QIs das duas regides da cidade.

2.15 Teste de hipdteses para a comparacao de
variancias com médias populacionais co-
nhecidas e desconhecidas

Sejam X; e X, duas varidveis aleatérias independentes tais que
X ~ N(,Ltl;Glz) e Xy ~ N(/.tz;czz). Sendo n; e ny os tamanhos da
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com médias populacionais conhecidas e desconhecidas

amostra de X| e X, , respectivamente.

1. Quando u; e U, sdo conhecidos. A estatistica de teste sera:

_m Yo (i —w)?

Jo= ny Y (xj — p)?

H, H,; Rejeita-se H, ao nivel o p valor
o <05 of>0; Jo > Fuyma Po=P[F = fo]
0-122622 612<622 fo<Fn1.nz;170¢ PDZP[Fan]
of=0; Of#05 Jo > Funyaf2 Po = 2P[uma cauda]

ﬁl < Fnl,nz;lfa/Z

F denota uma varidvel aleat6ria com distribui¢ao Fy, ,,, € Fy, ny:0

a abscissa debaixo dessa densidade que deixa a sua direita
uma area Q..

2. Quando u; e Uy sdo desconhecidas. A estatistica de teste

sera:

2

fo="1

o— 2

52

H, H,; Rejeita-se H, ao nivel o p valor

O-IZSGZZ 612>622 Jo > Fa—1m-t1:a Po=PIF > f)]
612 > 0'22 612 < 022 fo< Fn|7l,nzfl;170¢ Po = P[F < fﬂ]

2 _ <2 2 2
0 =0; O #0; Jo > Foy 1 my—150/2

Jo <Fu—1m-1:1-0/2

Do = 2Pluma caudal

F denota uma varidvel aleatdria com distribui¢@o Fj,, 1 ,—1 €

Fu, —1,n,~1:0 @ abscissa debaixo dessa densidade que deixa a
sua direita uma area «.
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Exemplo 2.15.1. Usando as tabelas abaixo. Encontre os seguintes

valores.

Limites unilaterais da distribuigio F de Fisher-Snedecor s nivel de $% de probbilidade

191

8

9

0 1

12

gemmesunalsp

Limires unilaternis ca distribwicio F de Fisher-Snedecor ao nivel de 2,5% de probabilidode,
o w1

114 1888
WHI 18000
0128
Tne
600
5987
5501
53
ESt
4588

18,164 18247 18,280
oI et
.58
n408
a7t
M7
T
FbE
3.8

LLIH
EL )
arTe
4.099
3677
2388
ERL )
20

2147 2ME D02 IA0 23A DS 05 M10 N0
8328 19353 18371
2845
aoan
ant
4.147
2726
2438
3330
a0m2

2838 MaT
18385 19,060 19408 18412
ERCINE
EE ]
4TI AT
4060 4027
35 3602
3347 2113
343 3402
2578 2043

B.TA5
sz
a.678
4.000
2.575
3.284
3.0%%
20138

M50 2eB0 2801 222 2933
16418 19420 19428 18440 18471

240
38
L
5538
643
LR H)
a.687
3.248
2047
amr
2888

w2

F]

L]

8

] 1

12

1 gATH TERS B2 0REG WA WITI BB 964 93 MAG BTID OTET STed RS
A 18421 W4T
14337 14,305 14277

Figura 2.34: Limites unilaterais da distribuicdo F Fisher-Snedecor
aos niveis 2,5% e 5%

a) Fs7.25%
b) Fo 359
¢) Frg.:5%
d) Fg9:25%

e) Fy505%

Exemplo 2.15.2. Testar a hipoteses para a comparagdo de vari-
dncias sabendo que as médias populacionais de duas populacdes

sejam desconhecidas. Sabendo que s% = 0,4, s% =0,2,n=10¢

506 32000
7.843 18044
1326 10840
.nor
aan
8073
757
Tane
0 sIT
1 m724

3100 39248 J9.200 J0.331 300 28373 10387 5380 I9AGT

15,438 15401

BETS
LE]
L1
13-
BA1E
Sar
a
4530

14,540
LI
Bar
E600
4800
4433
42
1838
2068

12473 14.410 14374

A.405
a1
5523
4823
4357
4026
17T
2.500

LESE N R
BE1G BN
5481 B0
4781 4709
AT 443
LR R
AT 2665
ANE 2474

[E1
[EE
5.356
4566
4.300
ELL
621

2430
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com médias populacionais conhecidas e desconhecidas

ny = 10. Assumindo que os dados foram estraidos de distribuicoes

normais. Testar as seguintes hipoteses:

H,: o =o0?
H,: o} +#o07

Observando a tabela acima, a regido critica do teste sera: f, >

Fu 1 ny—1;0/2 OU fo < Fo —1m—1;1-a/2- Nessa situacdo, temos:

Fo tm—1:a/2 = Flo-1,10-1:0,05/2 = £9,9,0,0025 = 4,026

Fo im—11-a/2 = Flo-1,10-1;1-0,05/2 = £9,9:0,975 = 0,248

A estatistica de teste sera:

2
A

fo=%= -2
52

Rejeita-se a hipétese nulase fo > F, 1 5, 150/2 00 fo < Fp 1 4y 1:1-a/2-
Como essas condi¢cdes ndo sdo satisfeitas, aceita-se H,, pois 4,026
> 2.

O valor p serd: p, = 2P[F > 2] = 0,3164, ou seja, 0,3164 >
0,05 (esta na area de aceitac@o da hipétese nula).

No R seria:

nl=n2=10
gll<-nl-1; gl2<-n2-1
a2<-0.05/2
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qgf (a2,g9l1l,g9l2)

gf (1-a2,gll,gl2)

s12<-0.4

s22<-0.2

fo<-s12/s22; fo

fo<-s12/s22; fo

valorp<- 2x (l-pf(fo,gll,gl2)); valorp

Exemplo 2.15.3. A quantidade de jovens estressados em 22 cida-
des tiveram as seguintes estatisticas: S| =2, nf =22, S, =3 e
ny = 22. Suponha que as amostras foram estraidas de populacdes

normais. Adote 0. = 5%. Pede-se:

a) Testar as seguintes hipéteses:

H,: =1

o3
Pl
o
H,: o #1
b) Encontrar a probabilidade de cometer o erro tipo Il (B) se a
verdadeira relacdo seJa =3.

A estatistica de teste serda: F' = 32 =2,25. No R sera:

52_

alfa<-0.05

alfa/2

nl<-22

n2<-22

A<-gf (0.025,nl1-1,n2-1); A
B<-gf (1-0.025,n1-1,n2-1); B
sl<-2
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S2<-3

F<—-s27"2/s1"2;F
Fl<-1.23

F2<-7.23
pf(Fl,nl-1,n2-2)
pv<-1l-pf(Fl,nl-1,n2-2)
pf(F2,nl-1,n2-2)
beta<- 1-pv; beta

Conclui-se que aceita-se a hipotese nula H,, pois 0,25 ent4 entre

[0,41;2,41, ou seja, ndo existe evidéncia estatistica para rejeitar H,.

2 ~2
f, =201
07 2 52
51 03
Para 0,41, tem-se:
2 ~2
§5 O
21 =0413=1,23
s1 05

Para 2,41, tem-se:

2 <2

(e
20 _2413=7.23

5102

Observe esses valores na figura abaixo.
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——»-Ho4— ; H;
0,05/2=0,025 Regid 0,05/2=0,025
egido
de aceitagdo
Regido de 4*_

rejeicio 41 225 241
Regido de
B =0,6767 rejeigio
F=1,23 F=7,23
Area =1

Figura 2.35: Erros tipo I e erro tipo 11

Exercicio 2.15.1. A quantidade de jovens estressados em 22 cida-
des tiveram as seguintes estatisticas: S| =3, nj =25, Sho =4 e
ny = 25. Suponha que as amostras foram estraidas de populagoes

normais. Adote o0 = 5%. Pede-se:

a) Testar as seguintes hipéteses:

H,: %:1
o
Ha: 6712#1

b) Encontrar a probabilidade de cometer o erro tipo IT (f) se a

verdadeira relacio seJa =0.

Exercicio 2.15.2. A quantidade de jovens estressados em 22 cida-
des tiveram as seguintes estatisticas: S =7, ny =30, S, =8 ¢
ny = 35. Suponha que as amostras foram estraidas de populagoes

normais. Adote o0 = 5%. Pede-se:
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a) Testar as seguintes hipoteses:

H,: %:1
o
H,: ;?2751

b) Encontrar a probabilidade de cometer o erro tipo II (B) se a

2

. ~ « O
verdadeira relagéo seja —5 = 9.

2

Exercicio 2.15.3. Testar a hipoteses para a comparacdo de vari-
ancias sabendo que as médias populacionais de duas populagoes
sejam desconhecidas. Sabendo que s% =0,57, s% =0,31,n1=9e¢
ny = 8. Assumindo que os dados foram estraidos de distribuicoes

normais. Seja o0 = 5% testar as seguintes hipoteses:

a)
H,: o} <o?
H,: o}>o3

b)
H,: o?>o?
H,: o} <o3
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déficit, 84
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187, 188

normal, 44, 45, 56-58, 84, 106

nivel, 26, 52, 76, 128-130, 132,
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150, 152-154, 158, 161—
163, 167-169, 176, 182,
189

pacientes, 45

parametro, 26
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41, 42, 48, 55, 56, 129,
134, 140, 148, 150, 163,
184

probabilidade, 26, 27, 54, 182

propor¢do, 97, 98, 176

psicéticos, 93

recuperagdo, 43
regido, 128, 135, 158, 162, 164,
169, 170, 187

social, 59

tamanho, 27, 29
Tchebyshev, 123
transtorno, 126

transtornos, 93

Estatistica e Psicologia 1 Edwirde et al.



199

Referéncias Bibliograficas

Martins, G. de Andrade. Estatistica Geral e Aplicada. 3.ed.-
2.reimp.- Sdo Paulo: Atlas, 2006.

Arango, Héctor Gustavo. Bioestatistica. Teorica e Computacional.
Com bancos de dados reais. 3.ed.-[Reimpr.].-Rio de Janeiro:
Guanabara Koogan,2012. 2012.

Avila, M. J. del M., Garcia, J. M. T. Técnicas Estadisticas
Aplicadas. Grupo Editorial Universitario, 2006.

Bento, Murteira e Antunes, Marilia. Probabilidade e Estatistica.
Volume II. ed. Lisboa: Escolar Editora, 2012.

Cristébal, J. A.C. Inferencia Estadistica. Prensas Universitarias
de Zaragoza, 2.ed., 1995.

Fernandez-Abascal, H., Guijarro, M. M., Rojo, J. L., Sanz, J. A.
Cdlculo de probabilidades y estadistica. Barcelona: Editorial
Arial, S. A., 1994.

Figueiredo, F; Figueirede, A; Ramos, A; Teles, P. Inferéncia

Estatistica e Psicologia 1 Edwirde et al.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 200

Estatistica. Problemas resolvidos e propostos com aplicacdo em
R. Lisboa: Escolar Editora, 2017.

Garcia, J,E.; Nebot, J.M.B.; Escortell, A.L.; Rodriguez, Ma.l.L.,
Olivas, C.R.; Ponce, F.R. Inferencia Estadistica. 2ed revisada,
Madrid: Garceta grupo editorail, 2018.

EJ. Martin-Pliego, J.Maria, Montero Lorenzo, L. Ruiz-Maya
Pérez Problemas de Inferencia Estadistica. Paraninfo, 3.ed.,
Madrid, 2000.

Loépez F.J. Martin-Pliego; Lorenzo, J.Ma, Monteiro; Pérez
L.Ruiz-Maya. Problemas de Inferencia Estadistica. 3ed., Madrid:
Thomson, 2000.

Luis Ruiz-Maya e F. Javier Martin Pliego. Estadistica 1I:
Inferencia. Madrid: Coleccion Plan Nuevo. ed. Editorial AC,
1995.

Maindonald, J. H., Braun, W. J. DAAG: Data Analysis and
Graphics Data and Functions. note = R package version 1.22,
2015. http://CRAN.R-project.org/package=DAAG.

Kamper, S. J. Confidence intervals: linking evidence to practice.
Jjournal of orthopaedic and sports physical therapy. 49(10),
763-764, 2006.

Moore, David. A Estatistica Bdsica e Sua Prdtica. W.H.Freeman
and Company. New York: LTC, 1995.

Paradis, E. R for Beginners. Institut des Sciences de 1'Evolution,
Université Montpellier II, France, 2005. https://cran.r-
project.org/doc/contrib/Paradis-rdebuts_en.pdf

Estatistica e Psicologia 1 Edwirde et al.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 201

Monteiro; Pérez L.Ruiz-Maya; Lopez F.J. Martin-Pliego.
Fundamentos de Inferencia Estadistica. 3ed., Madrid: Thomson,
2002.

R Core Team. R: A Language and Environment for Statistical
Computing. R Foundation for Statistical Computing, Vienna:

Austria, 2015. http://www.R-project.org/.

Rmetrics Core Team., Wuertz, D., Setz, T., Chalabi, Y. fBasics:
Rmetrics - Markets and Basic Statistics. R package version
3011.87, 2014, http://CRAN.R-project.org/package=fBasics.

Sarkar, D., Andrews, F. latticeExtra: Extra Graphical
Utilities Based on Lattice. R package version 0.6-28, 2016.
http://CRAN.R-project.org/package=latticeExtra

Sing, T., Sander, O., Beerenwinkel, N., Lengauer, T. ROCR:
visualizing classifier performance in R. Bioinformatics,21(20),
pp- 7881. 2005. http://rocr.bioinf.mpi-sb.mpg.de

Estatistica e Psicologia 1 Edwirde et al.



202

Organizador e Autores

Dr Edwirde Luiz Silva Camélo (Brasil) - (Organizador)
Professor Associado da Universidade Estadual da Paraiba (UEPB).
Pés-doutorado em Estadistica Aplicada (2016) e Doutor em Esta-
distica e Investigacion Operativa (2007) pela Universidad de Gra-
nada. Mestrado em Biometria e Estatistica Aplicada (2001) pela
Universidade Federal Rural de Pernambuco (UFRPE). Atualmente,
é professor associado da Universidade Estadual da Paraiba, com
atuacdo nos Departamentos de Estatistica e Psicologia e no Pro-
grama de Pés-Graduacdo em Psicologia da Sadde (PPGPS), sendo
membro do grupo de pesquisa de Psicologia da Satiide (CNPq/UEPB).

E-mail: edwirde @servidor.uepb.edu.br

Dra Dalila Camélo Aguiar (Brasil) - Doutora em Estadistica
Matemadtica y Aplicada pela Universidad de Granada (UGR), Mes-
tra em Estadistica Aplicada (2016) pela UGR, Especialista em Es-
tatistica Aplicada (2011) pela Fundagdo de Apoio, Pesquisa e Ex-
tensd@o (FURNE) e Bacharela em Estatistica (2010) pela Universi-
dade Estadual da Paraiba (UEPB). Pesquisadora na area de estatis-

Estatistica e Psicologia 1 Edwirde et al.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 203

tica multivariada aplicada. E-mail: dalilacamelo@correo.ugr.es

Dr Ramén Gutiérrez Sanchez (Espaiia) - Professor Titular da
Universidad de Granada (UGR), Diretor do Departamento de Es-
tadistica e Investigacion Operativa, Coordenador do Mestrado em
Estadistica Aplicada, CATEDRATICO DE UNIVERSIDAD Depar-
tamento de Estadistica e Investigacion Operativa.

E-mail: ramongs @ugr.es

Dr Ivan Olier (England) His is a Reader in Artificial Intelli-
gence and Data Science. My research interests lie in algorithms
for Artificial Intelligence, with a specific focus on Causal Al, Di-
gital Twins, and the modelling of large-scale, highly structured,
and/or relational data (including multivariate time series, graphs,
networks, etc.). My research finds its applications in various do-
mains such as cardiovascular science, drug development, bioinfor-
matics, healthcare, astrophysics, engineering, etc. Additionally, I
hold a senior membership position at the Liverpool Centre for Car-
diovascular Science (LCCS). E-mail:

[.A.OlierCaparroso @ljmu.ac.uk.

Estatistica e Psicologia 1 Edwirde et al.



A estatistica basica e sua pratica constitui uma introdu-
¢do a estatistica para estudantes de estatistica e psicolo-
gial e Il e também os topicos especiais em estatistica
para o mestrado de P6s-Graduacao em Psicologia da
Saude da Universidade Estadual da Paraiba. Em linhas
gerais esse livro dar énfase ao pensamento estatistico
aplicado a psicologia; mais dados e conceitos, menos
teorias e menos receitas; promover o ensino ativo que é
caracterizado como métodos de ensino que fortalecem a
formacao de vinculos democraticos na relagdo entre
professor, alunos e conteudo.
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