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Prefacio

O aprendizado de matematica por meio da repeticio e memorizagdo € coisa do passado.
Tendo como referéncia fundamental o matematico George Polya e seu livro A Arte de Resolver
Problemas, publicado originalmente em 1945, uma importante transformac¢do vem se operando

nos processos de ensino e aprendizagem na area.

A Resolu¢do de Problemas como metodologia de aprendizagem em matemadtica tem suas
virtudes e vantagens ja testadas em milhares de experiéncias e estudos cientificos de folego,
voltados para a drea especifica da educacdo matemdtica, matemadtica aplicada e até na mate-
maética pura. A escolha deste caminho exige um esforco intelectual, a busca e constru¢ao de

estratégias, a utiliza¢do e a combinagdo de experiéncias e conhecimentos anteriores.

Este trabalho, liderado pelo Prof. Dr. Roger Ruben Huaman Huanca (Universidade Estadual
da Paraiba/UEPB), em parceria com a Profa. Dra. Pammella Queiroz de Souza (Universidade
Federal de Campina Grande/UFCQG) e o académico Diego Jonathan Bezerra da Silva (UEPB) é
resultado da experiéncia académica dos docentes e da demanda concreta por obras que tratem
com exclusividade da questdo, utilizando-se desta metodologia, explorando suas potencialida-
des, aliada ao Calculo Diferencial, visando influenciar diretamente e de maneira destacada a

aprendizagem do estudante.

Ressalte-se, por oportuno, que a obra tem suas raizes fincadas em solo caririzeiro paraibano,
em Monteiro. Foi a partir de experiéncias de orientacdo de projetos de Iniciacdo Cientifica,
importante passo para a formacdo de pesquisadores nas universidades brasileiras, que as ideias
essenciais foram tomando corpo, ampliando-se com a participa¢do de docente e pesquisadora
de outra instituic@o publica de ensino superior. Tive a alegria de acompanhar o trabalho do Prof.
Roger no campus VI da UEPB e testemunhar a sua comovente paixao pelo conhecimento e a

formacdo das novas geracdes de educadores matematicos.

Para além do conhecimento e da experiéncia dos autores e da importancia de como nasceu
este projeto, a partir da experiéncia cotidiana no ensino de matemética, o que nutre e d4 funda-
mento a este trabalho € a ideia de que ndo se aprende matematica sem colocar a mao na massa.

E colocando, literalmente, a mdo na massa, enfrentando o desafio de “fazer matemadtica” a partir



da vida real, de situagdes concretas, que serdo construidos caminhos futuros para certa desmis-
tificacdo necessdria acerca de como se pode aprender matemética ndo apenas pelo aprendizado
de conceitos e formulas.

Trabalhar com a metodologias de Resolucao de Problemas, certamente exigird mais do pro-
fessor em termos de preparacao, planejamento e dedicacdo. Entretanto, a possibilidade de de-
senvolver competéncias € uma aprendizagem significativa, tornando-o mais autdbnomo e mais
capaz de avangar nos conhecimentos.

E um livro ndo somente para estudantes e professores de matematica, mas acima de tudo
para estudantes e professores de matemadtica que acreditam na capacidade de aprendizagem, na
possibilidade de formacao de cidaddaos autdbnomos, conscientes € donos dos seus destinos.

Um belo trabalho, sem sombra de duvidas.

Prof. Dr. Antonio Guedes Rangel Junior



Apresentacao

E comum ver que pesquisadores em diversas partes do mundo, tenham dedicado e sigam
dedicando muito tempo a pesquisa sobre o Célculo e a Resolucao de Problemas visando o ensino
e a aprendizagem da Matematica, pois a Resolu¢c@o de Problemas € essencial na construcio do
conhecimento do estudante e do desenvolvimento da Matemética. A fonte inicial e principal
dos problemas € o fato de que, permanentemente o problema coloca desafios para o homem e

ele responder, com sua inteligéncia, sua capacidade de abstracado e intuicao.

Este Produto Educacional (e-book) constitui-se na materializacdo de uma investigacdo que
envolve aspectos matematicos e metodoldgicos. A ideia € (re)construir conhecimentos de Li-
mite e Derivada utilizando a Metodologia de ensino e aprendizagem de Matematica através da
Resolugdo de Problemas. Nessa metodologia, o problema € o ponto de partida para construcao
do conhecimento matemaético, sendo o gerador de novos conceitos e procedimentos do Célculo.
Também € proposto aos leitores uma variedade de problemas, que estdo praticamente todos re-
solvidos no ultimo capitulo do e-book. Mesmo assim € importante tentar resolvé-los primeiro
antes de “espiar” a resolu¢do/solucdo, conforme George Polya descreveu: “Nao se pode fazer
Matemadtica sem sujar as maos”. Precisamente € este esfor¢co de sujar as maos, com ou sem

éxito, que nos conduz a bons resultados no processo de aprendizagem.

A parte mais importante deste e-book sio seus problemas planteados e resolvidos, que ser-
vem para fixar ideias, desenvolver alguns temas esbocados em muitos textos de Calculo e tam-
bém como uma oportunidade para que o leitor comprove a simplicidade de algumas resolugdes.
Deste modo, o e-book permitird que os proprios estudantes avaliem suas respostas, ou seja, irdo
aprender respondendo, sem que o professor ocupe a posi¢ao de detentor do conhecimento. Para
isso, os estudantes poderdo perceber através da Resolucao de Problemas que estardo fazendo
Célculo. E entdo, o que significa fazer Calculo? O estudo do Célculo através da Resolucdo de
Problemas € uma chave essencial para entrar no edificio da Matemadtica avancada. Nesse sen-
tido, a Resolucdo de Problemas tem sido abordada do ponto de vista da divulgacdo cientifica,
que permite ao aluno a satisfacdo de vencer obstdculos e elaborar ideias, vivenciando dessa

forma o “fazer Calculo”, pois os problemas sdo tomados como desafios, mas também, com-



preendendo os conceitos de Limite e Derivada através da Resolucdo de Problemas, é possivel

admitir aos estudantes o “fazer Calculo”.

Sabe-se que as disciplinas de exatas possuem um conhecimento € uma coeréncia original.
Especificamente no caso do Célculo, no aspecto educacional existe uma condicdo especial a
resolug@o de problemas. Pois como dizia René Descartes “Ndo nos tornaremos mateméticos,
mesmo que decoremos todas as demonstragdes, se 0 nosso espirito ndo for capaz, por si, de

resolver qualquer espécie de problema”.

Alguns leitores certamente perguntarao: por que mais um produto sobre Cdlculo? Ja ndo ha
tantos no mercado? Sim, mas nenhum deles toma como objeto de estudo os problemas relativos
a compreensdo do Limite e Derivada através da Resolucdo de Problemas. Essa ideia de traba-
lhar, ou seja, estudar através da Resolu¢do de Problemas € justamente o que desenvolvemos
neste e-book, pois consideramos o problema como ponto de partida e orientacdo para a apren-
dizagem do Célculo estudado na Licenciatura em Matematica, diversos cursos das Ciéncias

Exatas, Tecnologias e Engenharias.

O estudo do Cilculo Diferencial foi criado a partir da Algebra e da Geometria visando
atender algumas necessidades bdsicas acerca do estudo dos movimentos e das variagdes. Na
atualidade, apesar de ser uma das ferramentas mais completas e dindmicas que existe no estudo
da matemdtica, o cdlculo e suas extensdes na andlise matemdtica estdo muito mais abrangentes
e, para entender tal feito, observa-se a quantidade de problemas que este resolve e a variedade

de campos que utilizam o célculo para modelar e resolver problemas.

Em matematica, o Cdlculo é usualmente utilizado para manipular pequenas quantidades e,
historicamente, um dos métodos desenvolvidos para realizar tal estudo advinha do conceito de
limite, o qual € usado para descrever o comportamento de uma funcdo a medida que o seu
argumento se aproxima de um determinado valor, associando, assim, a no¢do de distancia.
Além disto, € possivel estudar como é o comportamento de uma sequéncia de niimeros reais,
a medida que o indice (da sequéncia) converge ao infinito. Este conceito foi fundamental para
a constru¢do do Calculo Diferencial e em outros ramos da andlise matematica para definir, por
exemplo, as derivadas e a continuidade de fun¢des. O conceito de derivada, também chamado
de “diferenciacdo”, é fundamentalmente mais avancado do que os conceitos encontrados em
algebra, por se tratar de um operador linear, o qual determina uma nova funcdo a partir da
funcdo original, onde cada ponto desta nova fun¢do corresponde ao deslocamento da fungdo
original.

O objetivo deste e-book € ressaltar a importancia da introducdo dos conceitos basicos de
célculo diferencial de forma contextualizada, fazendo uma ponte entre a matematica classica
com 0s novos métodos de ensino aprendizagem, a saber, a Resolucao de problemas. Para tanto,
este material foi desenvolvido objetivando que os conceitos e resultados venham acompanhados
de uma motivacao ou interpretacao fisica ou geométrica. Propiciando aos alunos uma compre-
ensdo clara dos conceitos, envolvendo funcdes reais e, a partir dai, possibilitando os alunos a

desenvolverem a capacidade de modelar problemas matematicos e provas envolvendo conceitos



topoldgicos, bem como as nog¢des intuitivas de limites, continuidade, derivadas, diferenciabili-

dade e comportamento de funcdes.

Nossa expectativa € que este texto assuma o cariter de espinha dorsal de uma nova pers-
pectiva para o estudo de cdlculo, esperando-se, portanto, que o estudante de calculo tenha um
conhecimento prévio em certas dreas da matematica, como fungdes (modular, exponencial, lo-
garitmica, par, impar, afim e segundo grau, por exemplo), trigonometria, polindmios, geometria

plana, espacial e analitica, pois sdo a base deste estudo.

Em geral, entendemos que os problemas movem a matemadtica, sejam problemas interiores
a propria matemadtica, tornando possivel a evolu¢do da matemadtica pura, ou até mesmo pro-
blemas exteriores a matemadtica, tornando possivel a evolucdo da matematica aplicada. Nessa
perspectiva, enxergamos a possibilidade de unir a teoria de Resolug¢do de Problemas ao Célculo

Diferencial, e dessa forma tornar possivel uma melhor compreensao do Célculo.

O e-book tem como objetivo geral abordar o Calculo Diferencial sob a perspectiva da Reso-
lucao de Problemas. Neste material, o leitor encontrard uma distribui¢do bastante intuitiva dos
capitulos e secOes, desta maneira, o estudante terd uma boa experiéncia ao utilizar o presente
material em seus estudos. O e-book estd dividido precisamente em seis capitulos, dos quais
dois (o segundo e o quarto) estdo destinados a apresentar os problemas propostos, no entanto,
0 e-book possui 30 problemas, os quais sdo solucionados e comentados no sexto capitulo. O
primeiro capitulo situa o leitor acerca da teoria de Resolu¢do de Problemas, trazendo a gé-
nese da pesquisa em resolucao de problemas e teoria de Resolucdo de Problemas, bem como a
metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica através da Resolucdo de Pro-
blemas, como j4 explicitado no inicio desta apresentacdo. O terceiro capitulo trata da teoria
de Limite e Continuidade de fung¢des, o texto possui demonstragdes bem detalhadas da maioria
dos teoremas apresentados. No quinto capitulo é desenvolvido a teoria de Derivadas desde a
sua definicdo até os teoremas necessarios para estudar problemas de otimizacdo, novamente é

possivel encontrar as demonstra¢des da maioria dos teoremas apresentados.

Deve-se observar a conexao entre os capitulos, ou seja, a relacdo de dependéncia entre eles.
O primeiro capitulo € de certa forma independente dos demais, apesar de sustentar a forma com
que sdo apresentados os capitulos 2, 4 e 6. O segundo capitulo depende do terceiro, o quarto
depende do quinto, e o sexto do segundo e do quarto. Por fim, temos a dependéncia entre os

capitulos 3 e 5.

Diferentemente da maioria dos textos de Célculo, este material possui uma pequena quanti-
dade de exemplos, na verdade ndo foi adotado o termo "exemplo"durante o texto, e sim “proble-
mas resolvidos”, os mesmos aparecem somente quando sdo indispensaveis. Pois bem, devemos
explicar o porqué da pequena quantidade de problemas propostos, isto se da pelo fato da faci-
lidade de entrar problemas em diversos titulos de Calculo, na realidade o que o texto traz de
inovador sdo as chamadas resolucdes comentadas dos problemas, nesta parte avancamos além
dos textos ja conhecidos quando se estuda Calculo, visto que além da resolu¢do do problema

trazemos os conceitos envolvidos e os objetivos de cada problema, além disso sdo tecidos co-



mentdrios especificos para cada um dos problemas apresentados, todos estes fatos devem ser de
grande valor para o leitor interessado no presente texto.

Até o momento discorremos sobre este e-book e sua distribui¢do de conteidos, mas nao
mencionado qual a origem deste Produto Educacional. Em sintese, esse ¢ um dos frutos mais
bonitos de uma pesquisa de Inicia¢do Cientifica, que foi desenvolvida/realizada em 2019-2020
com o apoio do CNPq. Através desta pesquisa constatamos que as potencialidades da meto-
dologia de Resolucao de Problemas aliada ao Célculo Diferencial, podem influenciar de forma
significativa a aprendizagem do estudante, que resultou na criacdo deste e-book.

Por fim, ressaltamos a relevante contribui¢do deste e-book, o qual, sem divida, auxiliard os
estudantes na compreensdo do Cdlculo Diferencial sob a perspectiva da Resolu¢do de Problemas
que promovam a aprendizagem dos conceitos de Limite e Derivada nos primeiros anos do curso
Superior. Acreditamos que as atividades aqui propostas também poderdo auxiliar outros niveis
de ensino, de modo a contribuir para a compreensdo dos conceitos algébricos pelos estudantes

em prol da constituicdo de uma formacao critica, cientifica e cidada.

Os autores



Resolucao de Problemas

Inicialmente, neste capitulo, serd descrito sobre como deve dar-se a aprendizagem do Cal-
culo Diferencial e Integral sob a perspectiva da Resolucao de Problemas. A seguir serd realizada
uma breve retrospectiva historica sobre a Resolu¢ao de Problemas, destacando-se a génese da
pesquisa em Resolucao de Problemas. Também, serd apresentada aspectos Tedricos da Resolu-
¢do de Problema e, por fim, destacaremos a Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacao
de Matemadtica através da Resolugcdo de Problemas, considerando algumas questdes voltadas
mais especificamente a implementacido da Resolucao de Problemas nos processos de ensino e
aprendizagem, que serd tomada como um dos principais referenciais tedricos deste e-book.

Na literatura, as denominagdes Problem-Solving e Solving-Problems sdo encontradas em
inglés. Quando se referem a teoria, usam Problem-Solving mas, na a¢do de resolver proble-

mas, usam solving-problems. Neste e-book, usa-se, em portugués, Resolu¢dao de Problemas,

com R e P maitsculos, quando se refere a teoria da Resolucdo de Problemas, e o termo

resolucao de problemas, com r e p mintsculos, quando se refere ao ato de resolver problemas.

1.1 A aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral sob a

perspectiva da Resolucao de Problemas

A aprendizagem de Calculo Diferencial e Integral (CDI), tem, ao longo dos ultimos anos,
configurado temadticas de pesquisas no contexto da Educagao Matemadtica. Ademais, a disciplina
de CDI ocupa um importante papel em cursos da drea das Ciéncias Exatas e Tecnologias, pois
representa um instrumento importante no que tange a interpretacdo de problemas relacionados
ao cotidiano, fator este que impulsionou a composicao desta drea da Matemaética.

Sabemos que, a disciplina de CDI € conhecida pelos altos indices de reprovacao, de evasao
e pela pouca compreensio dos conceitos de CDI por parte dos estudantes. Tais constatagdes
sdo oriundas de diversas investigagdes sobre esse assunto, na busca por diminuir a reprovagao e
evasdo na disciplina de CDI e tornar os conceitos mais compreensiveis aos estudantes articulado

a metodologia de Resolucao de Problemas.
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O nosso interesse em pesquisar o CDI na perspectiva da Resolu¢@o de Problemas tem apon-
tado e contribuido para uma maior preocupa¢do com a construcao de significados, em detri-
mento da manipulacao algébrica e semidtica. Além disso, conceitos base do Calculo tais como:
Fungdes, Limite, Derivada e Integral que podem ser abordados de outras maneiras, a partir da

exploracdo que a Resolugdo de Problemas possibilita.

A aprendizagem dos estudantes pode se desenvolver através da Resolucdo de Problemas.
Para Huanca (2014), apds a exploragdo, resolucdo e discussdo tirando as dividas das solucdes
obtidas para o problema, os estudantes, juntamente com o professor, organizam a estrutura em
linguagem matematica padronizando os conceitos, as representacdes matematicas, conjectu-
ras, simulagdes, validacdo de hipdteses, os principios e os procedimentos construidos através
da resolu¢do do problema, destacando as diferentes técnicas operatdrias e as demonstracoes
das propriedades qualificadas sobre o assunto. Nesse sentido, acontece o aprofundamento do

conhecimento matematico.

Por outro lado, sabemos que, as abordagens mais frequentes dos conceitos de CDI estdo
pautadas fundamentalmente na abordagem algébrica, onde o professor formaliza alguns con-
ceitos, demonstra alguns teoremas, e em seguida propde aos estudantes que resolvam listas de
exercicios. Com base nisso, a aprendizagem de CDI, na grande maioria das vezes, resume-se

ao dominio de algumas técnicas de resolucao que ndo transcendem a compreensao algébrica.

Sendo assim, aprender CDI é muito mais do que aplicar férmulas e encontrar resultados,
¢ pensar em estratégias para solucionar problemas. Pensando nisso, a seguir apresentaremos
a Resolugdo de Problemas (RP) como um caminho alternativo e uma importante metodologia
para a construcdo de conceitos e contetidos do Célculo Diferencial no processo de ensino e
aprendizagem de CDI. Também, com esta metodologia pretendemos reverter o atual quadro

relacionado a esta disciplina.

1.2 Retrospectiva historicos da resolucao de problema

Segundo Huanca (2014), ao longo da histéria, matematicos, filésofos, psicélogos, educado-
res e pesquisadores t€ém reconhecido a importancia da resolu¢do de problemas e da existéncia
de diferencas pessoais na capacidade de se chegar a uma solucdo. Também, a histéria da ma-
temdtica mostra que os avangos matematicos quase sempre tém origem no esforco de resolver

um problema especifico, por exemplo,

Resolver problemas faz parte da natureza humana. Bem antes da invencdo dos
nimeros, os primeiros homens tiveram que desenvolver métodos para resolver
problemas da vida como, por exemplo, localizar-se no tempo e no espaco e,
também, para tentar descrever e explicar o mundo fisico. Eles criaram manei-
ras de comparar, classificar e ordenar, medir, quantificar, inferir os elementos
fundamentais que a tradicdo da cultura nomeia de Matematica (HUANCA, 2006,
p-20).
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Figura 1 — Papiro de Ahmes

Fonte: <http://centros5.pntic.mec.es/ies.ortega.y.rubio/Mathis/Egipto/papiros.htm>

Stanic e Kilpatrick (1989), no artigo Historical Perspectives on Problem Solving in the
Mathematics Curriculum, publicado no livro The Teaching and Assessing of Mathematics Pro-
blem Solving, dizem que problemas de Matemadtica tém ocupado um lugar central nos curriculos
desde a Antiguidade. Também abordam nesse artigo, a historia da resolu¢do de problemas no
curriculo da Matemdtica, descrevendo o papel da resolu¢do de problemas desde as primeiras

civilizacdes até o fim do século XX.

Eles relatam sobre as escritas de antigos egipcios, chineses e gregos, apresentando proble-
mas dessas épocas. Por exemplo, o Papiro de Ahmes, copiado, de um documento mais antigo,
pelo escriba Ahmes, por volta de 1650 a.C., ¢ um manuscrito matematico egipcio que consiste

numa colecio de problemas matemaéticos.

Num dos problemas, desse manuscrito, era pedido ao aluno “efetue a soma de cinco termos
de uma progressdo geométrica, onde o primeiro termo e a razdo sao ambos iguais a 7”. No
préprio papiro, sé é dada uma forma abreviada da resolu¢do do problema, com dois métodos
de resolugdo e resposta. O fato de o problema se referir a casas, gatos, ratos, etc., a serem

adicionados, sugere que este seria um problema recreativo ou um quebra-cabeca.

Stanic e Kilpatrick (1989), também citam um problema dos antigos gregos que € uma pri-

meira versdo do problema da cisterna: “Eu sou um ledo de bronze; meus orificios sdo meus
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dois olhos, minha boca e a planta do meu pé direito. Meu olho direito enche uma jarra em dois
dias, meu olho esquerdo em trés e meu pé em quatro. Minha boca é capaz de enché-la em seis
horas. Diga-me quanto tempo serd preciso para enché-la com os quatro juntos?”. A resolugdo

desse problema ndo € apresentada no texto, nem alguma sugestao € feita.

Os autores observam que alguns métodos particulares de resolu¢do de problemas tém tam-
bém uma longa histéria. Por exemplo, uma técnica, muito parecida com a Regra da Falsa
Posi¢do, aparece no Papiro de Ahmes. Eles dizem que Vera Sanford em 1927, em sua histéria
sobre problemas de dlgebra, deu um exemplo do uso dessa regra de falsa posi¢do no seguinte
problema, tirado de um trabalho do séc. XV, de autoria de Phillip Calandri: A cabeca de um
peixe pesa % do peso total dele, sua cauda pesa }1 dele, e seu corpo pesa 30 libras. Qual é o peso

total do peixe?

Sanford explicou que a regra da falsa posicdo foi usada para resolver esse problema do
seguinte modo: Se o peixe todo pesasse 12 libras, entdo a cabega pesaria 4, a cauda 3 e o corpo
5. Evidentemente, o peso do peixe € o mesmo multiplo de 12 que 30 € de 5 e, entdo, o peso do

peixe € 72 libras.

Seguindo no tempo, segundo Stanic e Kilpatrick (1989) encontram-se problemas tratados
de forma semelhante a esses da Antiguidade, em livros de Matemadtica dos séculos XIX e XX.
Eles chamam a atencao de que, nesses exemplos € assumida uma visao muito limitada de apren-

dizagem de resolucao de problemas.

Onuchic (1999) diz que, até muito recentemente, ensinar a resolver problemas significava
apresentar situacoes-problema e, talvez, incluir um exemplo com uma solugdo técnica especi-
fica. Um exemplo disso € o problema, apresentado na pagina 97 do livro-texto de William J.
Milne em 1897, A Mental Arithmetic: “Quanto custard arar 32 acres de terra se por um acre

pagaremos $ 3,757”.

Segundo Huanca (2014), nesse tempo a Matemadtica era trabalhada segundo a Teoria da
Disciplina Mental e, possivelmente, poucas pessoas sabiam fazer uso dela. Tentando entender
porque, como sugestao, Milne escreveu apenas: $3,75 = §$10,00, buscamos compreender como

essa sugestao poderia levar a resolucdo dos onze outros problemas colocados.

Chegamos a acreditar que isso poderia ocorrer com os discipulos pensando assim:

Numero de dolares

_4-"/"\\"-‘\_
o N
§10,00

$0.00 $125 $250  $3.75 $3.00 :
| ] ] ] 1 ]
I I T I I !

$40,00 320,00 $160,00 $320,00

N _
_“‘\/f‘_

Valor gasto
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Mas, $3,75 = $2,50+$1, 25. Como ; de $10,00 = $80,00 ¢ & de $10,00 = $40,00. Portanto

<éll + %) $10,00 = <§ + %) $10,00 = §$10, 00 = $80, 00 + $40, 00 = $120, 00

Na solucdo apresentada eles dizem que $3,75 = §$10,00 e que, se se admitisse o custo
$10,00/acre, os 32 acres custariam $320,00. Mas, como 1 acre custava % de $10,00, entdo, os
32 acres custariam %$320,()0 e, portanto, $120,00.

Observamos que hoje dizer que $3,75 = §$10,00 ndo parece, de imediato, facil de entender,
ainda mais quando se fala em aritmética mental. Na verdade, eles conduziam essa igualdade
fazendo, mais uma vez, o uso do conceito de proporcionalidade, pois uma propor¢ao € uma
igualdade entre duas razdes e uma razao é uma comparagao multiplicativa entre duas grandezas.

Vejamos que fragio de $10,00 é $3,75:

~ $375  $3750  375$10,00 3 x 125
100 1000 1000 8 x 125

Tenho 32 acres para arar, se eu pagasse $10,00/acre eu gastaria $320,00. Mas, eu paguei
$3,75 = 2810,00. Entdo meu gasto serd 3$320,00 = $120,00. Hoje sem calculo mental
fazendo apenas a multiplicagdo terfamos $3, 75 x 32 = $120, 00.

$3,75 $10,00 = §$10,00

Depois de esse problema ter sido colocado e resolvido mostraremos, no texto, uma lista com
outros problemas que podem ser resolvidos segundo o mesmo modelo de resolu¢do adotado
para o primeiro.

No transcorrer dos séculos, problemas famosos de célebres matemédticos sdo encontrados,
dando avango a construcdo da Matematica.

Os trés famosos problemas gregos: a duplicacdo do cubo, a trissec¢do do angulo e a quadra-
tura do circulo sdo aproximadamente do século V a.C. Esses problemas estimularam a atividade
matematica entre matemdticos gregos € seus tratamentos rigorosos tém valiosas vinculagdes
com a matemadtica moderna.

Outros problemas como: Achar a tangente a uma curva e a drea de uma regido delimitada
por uma curva, sdo problemas que, no século XVII, levaram a constru¢ao do Calculo Diferencial
e Integral; O Problema da Braquistocrona, formulado por Johann Bernoulli em 1696 e que deu
origem ao Calculo das Fun¢des de Variacdes; O Problema de Fermat, proposto no século XVII
e resolvido somente depois de muitas tentativas e avangos tedricos, no final do século XX, por
A. Wiles; Os 23 problemas de Hilbert formulados em 1900, no Congresso Internacional de
Matemadtica em Paris, estimularam grandemente o desenvolvimento da Matemaética no século
XX.

Fatos como esses e muitos outros na historia da Matemética e da humanidade nos fazem
afirmar que a Matemdtica € uma construcdo social dindmica, um conjunto estruturado de co-
nhecimentos, mas em permanente extensdo, ndo somente com novos resultados, mas também
com novos métodos (HUANCA, 2014). Sendo evidente a importancia dos problemas e de suas re-

solu¢des no desenvolvimento da Matematica, € natural que também ocupe um lugar importante
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no campo da Educacdo Matemadtica, pois as raizes da Educacdo Matematica sdo a Matematica
e a Psicologia.

A seguir, veremos varios temas que historicamente, caracterizaram o papel da resolucdo
de problemas no curriculo da matemadtica escolar, desde o antigo Egito até o final do século
XX: mudancgas de papel na resolu¢do de problemas, resolucdo de problemas como contexto,

resolugdo de problemas como habilidade e resolug¢do de problemas como arte.

1.2.1 Mudancas de papel na resolucao de problemas

Stanic e Kilpatrick (1989) afirmam que, como esses exemplos mostram, os problemas t€ém
uma longa histéria no curriculo da Matemdtica. Todavia, predominaram basicamente, neste
ultimo século, discussdes sobre resolugdo de problemas para o ensino, em que se tem exigido,
simplesmente, dos estudantes, que resolvam problemas com regras, resolvam problemas espe-
cificos e desenvolvam abordagens mais gerais da resolucdo de problemas. Embora o ensino e
a aprendizagem estejam agora recebendo uma grande €nfase, os educadores matemdticos nao
tém examinado completamente a questdo: Porque deveriamos ter que trabalhar resolugdo de

problemas para todos?

O papel da resolucao de problemas nos curriculos de matemética escolar é o
resultado de forgas conflitantes, ligadas e amarradas por ideias antigas e dura-
douras sobre os beneficios do conhecimento matematico e para uma variedade
de eventos que interagiam mutuamente e que aconteceram perto do inicio do
século XX (STANIC; KILPATRICK, 1989, p.4).

Os referidos autores dizem que a principal razdo dos pesquisadores darem &énfase a reso-
lucdao de problemas € que, até esse século, foi assumido que o conhecimento matemaético de
qualquer drea da Matemadtica e ndo s6 o que considerariamos um problema, deveria, de um
modo geral, melhorar o modo pensar das pessoas. Nesse sentido, Platdo (429 - 348 A.C) afirma
que, aqueles que por natureza sao bons em célculo sdao, como se pode dizer, naturalmente agu-
cados em qualquer outro estudo e aqueles que sdo lentos em Matematica, se fossem educados e
exercitados nesse estudo, nao obstante melhorariam e se tornariam mais afiados do que sdo.

Partindo desse pensamento de Platdo, Stanic e Kilpatrick (1989) aceitaram a ideia de que
estudar Matemaética melhorara a habilidade das pessoas em pensar, raciocinar e resolver pro-
blemas com os quais se confrontardo no mundo real. Nesse sentido, resolver problemas no
curriculo era simplesmente um meio para levar os estudantes a estudar Matemdtica. Os proble-
mas eram um dado elemento do curriculo de Matemética que contribuia, como todos os outros
elementos, para o desenvolvimento de um raciocinio compreensivel.

Nessa mesma perspectiva, no final do século XIX, novos pontos de vista sobre aprendizagem
comecaram a desenvolver uma corrida contréria a da Teoria da Disciplina Mental, ou seja, os
criticos concordavam que a matemdtica era muito importante, mas argumentavam que muitas
pessoas ndo precisavam saber mais do que a aritmética do 6° ano de escolaridade (STANIC;
KILPATRICK, 1989).
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Segundo esses autores, em relacdo a virada do século XIX para o século XX, Thorndike
mostrou em 1924, que a Teoria da Disciplina Mental ndo desapareceu com a viragem do século.
Contudo, o trabalho de Thorndike, combinado com outros desenvolvimentos, levou claramente
ao declinio da importancia dessa teoria. Cada vez mais, psic6logos, socidlogos e educadores
iam tomando posicdo contra esta. Esses criticos olhavam para uma sociedade em mudanga,
sofrendo uma intensa industrializac¢do, urbanizacio e imigra¢do, estavam preocupados com a
populacdo escolar que cresceria vinte vezes entre 1890 e 1940 concluindo que o curriculo es-

colar tinha que mudar.

Stanic e Kilpatrick (1989) dizem que, na época argumentavam que uma pessoa necessitava
estudar s6 o que era diretamente funcional para o seu futuro papel na sociedade. Andlises da
atividade dos varios papéis na sociedade foram usadas para estabelecer objetivos especificos
para os curriculos escolares, ¢ 0 movimento das medidas mentais cresceu a medida que as
pessoas se voltavam para os testes de inteligéncia para decidir quem teria acesso a determinados
conhecimentos nos curriculos escolares.

Entdo, o virar do século assistiu a duas maneiras muito diferentes de ver as
pessoas, a educacdo e o curriculo escolar. A Teoria da Disciplina Mental (que
é, ironicamente, muitas vezes associada a uma visao elitista da educagao) pro-
duziu uma visdo fundamentalmente otimista de inteligéncia humana. Embora
os defensores da Teoria da Disciplina Mental reconhecam as dbvias diferencas
que existem entre as pessoas, O que era muito importante para eles era que
todas as pessoas nasciam com as mesmas faculdades; e era tarefa da escola de-
senvolver estas faculdades que todos tinham. Porque todas as pessoas tinham
as mesmas faculdades, os defensores da Teoria da Disciplina Mental argumen-
tavam que, quando se ia decidir o que deveria ser ensinado e a quem, o que era
bom para um estudante era bom para todos. Todos os alunos deviam ter acesso
ao mesmo conhecimento e métodos de instru¢do (STANIC; KILPATRICK, 1989,
p.6).

Neste sentido, os autores dizem que deixou de ser assumido que o estudo da Matematica
promove, inevitavelmente, o pensamento das pessoas. Assim, essa visdo estabelece as condi-
¢Oes para uma maior énfase da parte dos educadores matematicos como, exatamente, os alunos
devem melhorar sua capacidade de pensar, raciocinar, “resolver problemas”, através do estudo
da Matemdtica. Muitos dos nossos antecessores profissionais, estavam relutantes em desistir da
tradicao que vinha desde Platdao e dava um lugar tdo proeminente a Matematica no curriculo
escolar.

A maioria de nossos matemdticos, incluindo a Matematica de nivel mais avangado, como
apropriada para todos os estudantes, e como um veiculo essencial para desenvolver a capacidade
de raciocinio dos estudantes, tais como Felix Klein na Alemanha, John Perry na Inglaterra
e Eliakim Hastings Moore nos Estados Unidos, discutiam a relacdo entre Matemaética Pura e
Aplicada no curriculo escolar, advogando, em esséncia, um maior papel para as aplicacoes.
Mas, muitos educadores matematicos, particularmente Smith, ndo queriam dar um papel muito
grande as aplicagdes, porque os criticos do curriculo escolar que nao eram matematicos também
pediam que a matemadtica escolar se tornasse mais relevante para a vida social de cada individuo.
Obviamente a resolucdo de problemas no curriculo de matematica escolar tem sido um topico

polémico durante um longo tempo.
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Onuchic (1999) enfatiza o trabalho de Felix Klein que, em 1892, se interessou pelo professor
que deveria trabalhar Matematica com seus alunos, nas escolas. Comecou a escrever monogra-
fias em que trabalhava a matematica elementar sob um ponto de vista avancgado e, nelas, deixava
aos professores a responsabilidade de desenvolver caminhos por ele sugeridos. Klein ja sentia
a preocupagdo com um ensino e aprendizagem de Matemadtica envolvendo a necessidade de

professores melhor preparados e estudantes criticos.

1.2.2 Resolucao de problemas como contexto

Segundo Stanic e Kilpatrick (1989), a resolucdo de problemas como contexto tem pelo
menos cinco sub-temas: Resolu¢cdo de Problemas como justificativa; Resolu¢do de Problemas
como motiva¢cdo; Resolucdo de Problemas como recreacdo; Resolu¢do de Problemas como
veiculo; e Resolugdo de Problemas como prética, todos os quais estdo baseados sobre a ideia de
que problemas e resolu¢cdo de problemas sdo meios para alcancar outros fins importantes.

Historicamente, a resolucdo de problemas foi incluida no curriculo de Matematica em parte
porque os problemas fornecem uma justificativa para ensinar Matemdtica. J4 o subtema da
motivacao estd relacionado com o da justificativa, em que os problemas justificavam a matema-
tica que se ensinava. Contudo, no caso da motivacdo, a conexao € muito mais especifica e é
procurado o objetivo de atrair o interesse dos alunos.

O subtema da recreagao esté relacionado com o da motivagdo porque o interesse dos alunos
estd envolvido, mas no caso da recreacdo os problemas sao fornecidos ndo tanto para motivar
os alunos a aprender, mas para lhes permitir ter algum divertimento com a matemadtica que
eles ja aprenderam. O problema do Papiro de Ahmes, anteriormente mostrado, é uma boa
ilustrag@o. O subtema da recreacao também difere dos dois primeiros na medida em que puzzles
ou problemas sem qualquer ligacdo ao mundo real sdo perfeitamente apropriados.

Na resolu¢do de problemas como veiculo, os problemas sdo muitas vezes fornecidos, ndo
simplesmente para motivar os alunos a interessarem-se na aprendizagem direta de um tépico,
mas como um veiculo através do qual um novo conceito ou técnica deve ser aprendido. Os
métodos de descoberta refletem em parte a ideia de que a resolucao de problemas pode ser um
veiculo para a aprendizagem de novos conceitos e técnicas. Dos cinco subtemas, a resolucao
de problemas como pratica tem tido a maior influéncia no curriculo de Matematica. Neste
subtema, os problemas nao provém justificacdo, motivacao, recreacao ou veiculo tanto como a

pratica necessdaria para reforcar habilidades e conceitos ensinados diretamente.

1.2.3 Resolucao de problemas como habilidade

Segundo Stanic e Kilpatrick (1989), resolucdo de problemas é frequentemente vista como
uma das muitas habilidades a serem ensinadas no curriculo escolar. De acordo com esta visdo,
a resolu¢do de problemas ndo € necessariamente uma habilidade unitdria, mas ha uma clara

orientacdo de habilidade.
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Embora a resolucdo de problemas como contexto permanec¢a um tema forte e persistente,
esta como habilidade tem se tornado dominante para aqueles que a veem como um valioso fim
curricular merecendo atencao especial, mais do que como simplesmente um meio para alcancar
outros fins ou um inevitavel resultado do estudo da Matematica.

Expor a resolu¢do de problemas numa hierarquia de habilidades a serem adquiridas por
estudantes, conduz a certas consequéncias para o papel da resolu¢do de problemas no curriculo.
Uma consequéncia disto € que, dentro da habilidade geral da resolugao de problemas, distingdes
hierdrquicas sdo feitas entre resolver problemas rotineiros e ndo rotineiros. Isto €, a acdo de
resolver problemas ndo rotineiros € caracterizada como um nivel de habilidade mais alto a
ser adquirido depois da habilidade de resolver problemas rotineiros, o que, por sua vez, € ser

adquirido quando os alunos aprendem conceitos e habilidades matematicos bésicos.

1.2.4 Resolucao de problemas como arte

Para Stanic e Kilpatrick (1989), uma mais profunda e mais abrangente visdo de resolugdo de
problemas no curriculo da matemaética escolar - uma visao de resolucdo de problemas como arte
- nasceu do trabalho de George Polya, com sua famosa ideia de heuristica, a arte da descoberta,
onde matemdticos como Euclides e Pappus, incluindo Descartes, Leibnitz e Bolzano, tinham
discutido métodos e regras para descobertas e invencdes na Matemadtica, mas suas ideias nunca
haviam chegado até o curriculo escolar. Também, foi criada a metodologia de Resolugdo de
Problemas por Polya (2006) em 1945 e compreende quatro etapas: compreensdo do problema,
constru¢do de um plano de resolucdo, execugdo do plano e revisao da solugdo. Isto sobrou para
George Polya reformular, isto €, ampliar e ilustrar varias ideias sobre descobertas matematicas

de uma maneira que os professores pudessem entender e aplicar.
Segundo George Polya (2006, p.1),

o estudante deve adquirir tanta experiéncia pelo trabalho independente quanto
lhe for possivel. Mas se ele for deixado sozinho, sem ajuda ou com auxilio in-
suficiente, € possivel que ndao experimente qualquer progresso. Se o professor
ajuda demais, nada restard para o aluno fazer. O professor deve auxiliar, nem
demais nem de menos mas, de tal modo que, ao estudante, caiba uma parcela
razodvel do trabalho.

Na formulacdo de George Polya, o professor € a figura chave. Ou seja, somente um pro-
fessor sensivel consegue determinar o tipo certo de problema a ser trabalhado e providenciar a
quantidade apropriada de orientagdo. Porque o ensino ou a aprendizagem também é uma arte,
ninguém pode programar ou mecanizar a resolu¢do de problemas.

Hoje, hd ainda aqueles que seguem o trabalho de George Polya, mas que reduzem, a grosso
modo, a heuristica a habilidades de procedimento, quase que tomando uma visdo algoritmica
de heuristica (isto €, heuristicas especificas ajustadas a situag¢des especificas). Uma heuristica
torna-se uma habilidade, uma técnica, mesmo, paradoxalmente, um algoritmo. De certa forma,
resolucdo de problemas como arte fica reduzida a resolu¢do de problemas como habilidade

quando tentativas sao feitas para implementar ideias de George Polya enfocando os passos
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e colocando-os em livros-texto. Este reconhece que essas técnicas de resolugdo de problemas
precisam ser ilustradas pelo professor e discutidas pelos estudantes, e praticadas de uma maneira
nao mecanica.

Por outro lado, Onuchic (1999, p.203) diz que a importancia dada a Resolucao de Proble-
mas € recente e que, somente nas tltimas décadas, € que os educadores matemdticos passaram a
aceitar a ideia de que o desenvolvimento da capacidade de resolver problemas merecia atencao
especial. Nesse sentido, é citado uma Agenda para a A¢ao, do NCTM (1980), pedindo que “re-
solucdo de problemas seja o foco da matemaética escolar durante os anos oitenta”. Nessa agenda,
a resolucdo de problemas foi caracterizada como uma das dez 4reas de habilidade bésica' e
assume-se que ha uma relacdo direta entre resolucdo de problemas nas aulas de Matematica e

resolugdo de problemas encontrados em nossa vida.

1.3 Aspectos Teoricos e Praticos da Resoluciao de Problemas

Souza (2010) diz que, a partir de 1990, a abordagem “‘ensinar via Resolucdo de Problemas”
(Teaching via Problem Solving) passou a ser “ensinar através da Resolucdo de Problemas”
(Teaching through Problem Solving) que é uma metodologia bastante nova na pesquisa em
Resolugdo de Problemas no curriculo de Matemaética. Segundo essa autora, a diferenga entre
essas duas abordagens € que a expressao “através de” significa do comego ao fim, inteiramente,
ao longo da resolug@o do problema e nao simplesmente um recurso para se resolver o problema
dado como pedia a expressdo “via” que significa “por meio de”.

Entendemos que estudar Matemdtica através da Resolucdo de Problemas corresponde a
constru¢do de um novo conhecimento para abordar conteidos matematicos. Onuchic e Al-
levato (2011, p.81) apontam que, “o problema € ponto de partida e, na sala de aula, através da
Resolucdo de Problemas, os alunos devem fazer conexdes entre diferentes ramos da matema-

tica, gerando novos conceitos € novos contetdos”.
Huanca (2014, p. 92-93) diz que,

Embora pouco se conhega sobre os mecanismos atuais que os estudantes usam
para aprender e dar sentido a matemadtica através da Resolug@o de Problemas,
os pesquisadores concordam que no ensinar através da Resolu¢@o de Proble-
mas permanece a promessa de aprendizagem nos estudantes. Muitas das ideias
tipicamente associadas a essa abordagem - mudanga nos papéis do professor,
projetar e selecionar problemas para o ensino, aprendizagem colaborativa, e
problematizar o curriculo - tém sido extensivamente estudadas, resultando em
respostas baseadas em pesquisa para as varias questdes frequentemente levan-
tadas sobre a aprendizagem com resolucao de problemas.

Nesse sentido, € necessdrio conhecer e apreender os encaminhamentos que se referem a

aprendizagem através da Resolucdo de Problemas para ser abordado neste e-book, ou seja,

' Documento posicional sobre as competéncias bésicas: resolugio de problemas; aplicar matematica em situa-

¢oes do dia a dia; alerta para a razoabilidade dos resultados; estimativa e aproximagao; habilidades computaci-
onais adequadas; geometria; medida; ler, interpretar e construir tabelas, quadros e graficos; usar a matemadtica
para prever; e conhecimento de informatica.
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destaca-se que a Resolucao de Problemas implica em uma habilidade cognitiva complexa que
seria o topo da aprendizagem de um estudante (GAGNE, 1983; CHI; GLASER, 1992). Dessa
forma, o desenvolvimento da capacidade para a resolucdo de problemas pode ser favorecido
por meio de uma aprendizagem que conduza os estudantes a construirem, por exemplo, uma
organizacdo mental para compreensio de problemas.

Para tal, entendemos que o professor ou o estudante, inicialmente, precisa ter conhecimentos
sobre o0 que € um problema e também sobre como ocorre o processo de Resolucdo de Problemas.
Em seguida, utilizar a metodologia para construir os conhecimentos sobre o Célculo através da
Resolugdo de Problemas.

Van de Walle (2001, p.42) diz que um problema € “qualquer tarefa ou atividade para a qual
os estudantes nao tém métodos ou regras prescritas ou memorizadas, nem a percep¢ao de que
haja um método especifico para chegar a solugdo correta”.

Para Chi e Glaser (1992, p.251), “um problema € uma situacido na qual vocé estd tentando
alcangar algum objetivo e deve encontrar um meio de chegar 1a”. Na visdo de Klausmeier e
Goodwind (1997, p.347), “os individuos deparam-se com um problema quando se encontram
numa situacao que devem solucionar um problema e nao possuem informacdes, conceitos, prin-
cipios ou métodos especificos disponiveis para chegar a solucao”.

Também segundo Echeverria (1998), o significado de problema € como sendo qualquer
atividade matemadtica e, a0 mesmo tempo, como uma situagdo dificil. Na visdo desta autora,
“para que possamos falar da existéncia de um problema, o estudante que esta resolvendo essa
tarefa precisa encontrar alguma dificuldade que a obrigue a questionar-se sobre qual seria o
caminho que precisaria seguir para alcancar a meta” (ECHEVERRIA, 1998, p.48). Assim, ser um

problema:

Nao é uma propriedade inerente de uma tarefa matemdtica. Antes, € uma rela-
¢ao particular entre o individuo e a tarefa que faz da tarefa um problema para
ele. A palavra problema ¢ usada aqui nesse sentido relativo, como uma tarefa
que ¢ dificil ao individuo que tenta resolvé-la (SCHOENFELD, 1985, p.74).

Sintetizando as ideias anteriores, Onuchic (1999, p.215) define que “problema € tudo aquilo
que nao sabemos fazer, mas que estamos interessados em resolver”.

Quando a pessoa se depara com uma situagdo que para ela € um problema, precisard buscar
um caminho que a ajude a encontrar uma resposta. A busca desse caminho vai depender de todo
um processo de Resolu¢do de Problemas que envolve etapas organizadas de forma sequencial,
porém nao linear. Varios pesquisadores apontaram etapas da resolu¢do de problemas (DEWEY,
1910; POLYA, 2006; MAYER, 1992; BRITO, 2010; STERNBERG, 2000), dentre eles destacamos
inicialmente para este e-book as descritas por Proenca (2018), baseadas nas quatro etapas se-

guintes: representacio, planejamento, execu¢do, monitoramento.

* Representagdo — corresponde a compreensdo do problema, ou seja, a compreensao que o
estudante realiza do problema com base em seus conhecimentos da lingua portuguesa e

seus conhecimentos sobre os termos matematicos que aparecem no enunciado, gerando



26 CAPITULO 1. RESOLUCAO DE PROBLEMAS

uma representacdo mental e simbdlica. No entanto, essa compreensdo ndo é absoluta,
pois pode ser prejudicada pela md formagdo de conceitos e procedimentos trazidos pelo
estudante no sentido de dificultar seu entendimento de termos matematicos e até mesmo

de perceber informacdes incompletas e supérfluas;

* Planejamento — corresponde ao uso de uma estratégia de resolu¢do, ou seja, um caminho a
ser seguido que deriva das preferéncias do estudante, podendo optar por meios algébricos,

aritméticos, geométricos ou outras formas de representacdo e organizacao dos dados;

* Execuc¢do — trata-se de executar a estratégia, ou seja, realizar os calculos devidos, bem
como desenhar as figuras, construir graficos ou outras formas de representacdo viso-

pictorico;

* Monitoramento — corresponde a verificacdo da resposta. Se estd de acordo com a per-
gunta do problema e, se é condizente ao contexto. Também implica em rever o processo
seguido, o que permite que o estudante possa reestruturar ou modificar a estratégia se-

guida.

Olhando os aspectos Teoricos e Praticos da Resolucao de Problema e sabendo o significado
de “problema” e que para resolvé-lo o estudante desenvolve um processo de pensamento que
segue etapas, apresentaremos a seguir as trés abordagens da Resolug@o de Problemas que foram
identificadas por Schroeder e Lester Jr (1989) no final dos anos 1980, as quais refletiam e ainda
refletem como a Resolucdo de Problemas acaba sendo tratada no ensino e na aprendizagem de
Matemitica. Essas abordagens estio relacionadas ao momento em que um problema € utilizado
para abordar determinados contetidos, em nosso caso o Calculo Diferencial.

A abordagem ensinar/aprender sobre Resolucao de Problemas ¢ aquela que busca intro-
duzir um problema apds ter explicado aos alunos as etapas de resoluc¢do de problemas, além de
um trabalho com heuristicas e estratégias. “No melhor de suas hip6teses, ensinar sobre Reso-
lucao de Problemas também incluia experiéncias com, de fato, resolver problemas, mas sempre
envolveu muito da discussdo explicita de, e ensinar sobre, como problemas sdo resolvidos”
(SCHROEDER; LESTER Jr, 1989, p.32). Dessa forma, Schroeder e Lester Jr (1989) evidencia-
ram que a aprendizagem decorre de que os estudantes terem ciéncia dessas etapas e que sejam
capazes de aplicéd-las na resolu¢do de problemas.

J4 na abordagem ensinar para resolver problemas, o uso do problema é feito apds ja se
ter explicado o contetido. Conforme explicaram Schroeder e Lester Jr (1989, p.34), “resolucao
de problemas € vista como uma atividade em que os alunos somente se engajam depois da
introducdo de um novo conceito ou para seguir uma habilidade de cédlculo ou um algoritmo”.
Dessa forma, esses autores destacaram que a preocupagdo do professor com a aprendizagem da
Matematica € que os estudantes consigam transferir o que aprenderam para outras situacdes, ou
seja, para resolver “problemas”.

Por tltimo, a abordagem ensinar/aprender através da Resolucio de Problemas implica

no uso do problema como o inicio (problema gerador) do trabalho (em sala de aula ou pesquisa),
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ou seja, antes de explicar determinado conteddo (defini-lo), o professor deve apresentar aos
estudantes uma situacao que seja um problema para eles. De acordo com Schroeder e Lester
Jr (1989, p.33), “o ensino de um tépico matemdtico comega com uma situacao-problema que
expressa aspectos-chave desse topico e técnicas matematicas sdo desenvolvidas como respostas
razodveis para problemas razodveis.” Dessa forma, o que se favorece aos estudantes € que se
engajem na resolucdo do problema, desenvolvendo as etapas anteriormente mencionadas por
Proencga (2018). A aprendizagem decorrente do ensino através da Resolucdo de Problemas é
reflexo, portanto, do “[...] movimento do concreto (um problema do mundo real que serve como
exemplo do conceito ou da técnica matematica) para o abstrato (uma representacao simbolica
de uma classe de problemas e técnicas para operar)” (SCHROEDER; LESTER Jr, 1989, p.33).

Portanto, a abordagem ensinar/aprender sobre Resolu¢cdo de Problemas € entendido pelos
autores como limitante porque o estudante pode considerar a Resolucdo de Problemas como
um topico que acaba sendo tratado de forma isolada do conteiido matematico a ser abordado,
bem como das relacdes matematicas. Ja na abordagem ensinar para resolver problemas, esses
autores enfatizaram que apresenta um limite grande no ensino, uma vez que o que se exige dos
alunos € a aplicacdo do que acabaram de aprender em problemas do mundo real, o que nao
corresponde a resolucao de problemas. Por fim, a abordagem ensinar/aprender através da Reso-
lucao de Problemas € a mais coerente e a que deveria ser tratada no ensino e na aprendizagem
de Matematica, pois possibilita estabelecer relacdes matemadticas entre as ideias dos estudantes
e os aspectos importantes dos problemas geradores de um novo conhecimento.

Diante disso, ha outra proposta de trabalho que pode ser implementada na sala de aula ou
no estudo auto didatico do estudante e que evidencia encaminhamentos importantes a serem re-
alizados pelo professor ou estudante. Essa proposta é a metodologia de Ensino-Aprendizagem-

Avaliacdo de Matematica através da Resolugdo de Problemas.

1.4 Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacao de Ma-

tematica através da Resolucao de Problemas

A Resolugdo de Problemas implica o envolvimento numa atividade, cujo método de resolu-
¢ao ndo é conhecido antecipadamente. Para encontrar a solugdo, os estudantes deverao explorar
os seus conhecimentos e através desse processo, desenvolvem com frequéncia, novos conheci-
mentos matemadticos. A resolucdo de problemas nio s constitui um objetivo da aprendizagem

matematica, como € também um importante meio pela qual os estudantes aprendem matematica

(NCTM, 2008).
Considerando o estudo da Matematica através da Resolu¢do de Problemas,

Os estudantes devem resolver problemas ndo para aplicar matemadtica, mas
para aprender nova matemadtica. Quando os alunos se ocupam de tarefas bem
escolhidas, baseadas na resolu¢do de problemas e se concentram nos métodos
de resolucdo, o que resulta s@o novas compreensdes da matemdtica embutida
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na tarefa. Enquanto os estudantes estdo ativamente procurando relacdes, ana-
lisando padrdes, descobrindo que métodos funcionam e quais ndo funcionam
e justificando resultados ou avaliando e desafiando os raciocinios dos outros,
eles estdo necessaria e favoravelmente se engajando em um pensamento refle-
xivo sobre as ideias envolvidas (VAN DE WALLE, J. A., 2009, p.57).

Nesse contexto, se insere a Metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matema-
tica através da Resolugdo de Problemas. Nela, o problema ¢ olhado como um elemento que
pode disparar um processo de constru¢do de conhecimento, através da resolu¢do do problema,
devem fazer conexdes com outras ciéncias e entre os diferentes ramos da matemdtica, gerando
novos conceitos e novos contetidos (ALLEVATO; ONUCHIC, 2014).

Assim, para que haja ensino,aprendizagem e avaliagdo, é importante “saber fazer Matema-
tica”, pois esta mais do que qualquer outra disciplina tem o poder de minar a confianca dos
estudantes, ou seja, pode-se ter dificuldade por um tempo, a cada passo, para trabalhar com o
mesmo processo ou ideia a partir de um problema. Mas, depois de realmente compreender o
problema e ter a perspectiva mental para vé-lo como um todo, estaremos apreciando a beleza da
Matematica, para explorar o rico conjunto de conexdes que a compdem ou mesmo aprender so-
bre a sua aplicabilidade. Ainda, estudar um contetido novo através da Resolu¢cdo de Problemas
€ uma forte recomendacao na atualidade por varios documentos.

Segundo Onuchic e Allevato (2011), o ensino-aprendizagem-avaliacdo, dentro de uma di-
namica de trabalho/estudo, tornou-se uma metodologia. Ao considerar o ensino-aprendizagem-
avaliacdo, isto €, ao ter em mente um trabalho em que esses trés elementos ocorrem simul-
taneamente, pretende-se que, enquanto o professor ensina, o estudante, como um participante
ativo, aprenda, e que a avaliac@o se realize por ambos e para ambos. O estudante analisa seus
proprios métodos e solugdes obtidas para os problemas, visando sempre a constru¢do de novos
conhecimentos. Essa forma de trabalho do estudante é consequéncia de seu pensar matematico,
levando-o a elaborar justificativas e a dar sentido ao que faz. As autoras chamam a esse pro-
cesso de trabalho de uma forma Pds-Polya de ver Resolucao de Problemas. Podemos perceber

também isto na Figura 2:

Figura 2 — A avaliacdo integrada ao processo de ensino-aprendizagem

Ensino-aprendizagem-avaliacdo através da Resoluciao de Problemas

Professor

Fonte: Huanca (2014, p.96)

Para Onuchic e Allevato (2011), implementar a Metodologia de Ensino-Aprendizagem-

Avaliacdo de Matematica através da Resolucdo de Problemas, exige do professor e dos estu-
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dantes novas posturas e atitudes com relacdao ao trabalho/estudo de um tépico matemético. O
professor precisa preparar ou escolher, problemas apropriados ao conteido ou ao conceito que
pretende construir. Passando para os estudantes a maior responsabilidade pela aprendizagem
que pretendem atingir. Os estudantes, por sua vez, devem entender e assumir essa responsabili-
dade. Esse ato exige de ambos, mudancas de atitudes e posturas, o que, nem sempre acontece.
Assim, a metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica através da Reso-
lucdo de Problemas constitui-se num caminho para aprender Matematica e ndo apenas para se

resolver problemas. Sendo assim € possivel enfatizar que:

A Resoluc¢do de Problemas coloca o foco da atencao dos estudantes sobre as ideias mate-

maticas e sobre o dar o sentido aos conceitos matematicos;

* A Resolucio de Problemas desenvolve o poder matemadtico nos estudantes, ou seja, a ca-
pacidade de pensar matematicamente, de utilizar diferentes e convenientes estratégias em
diferentes problemas, permitindo aumentar a compreensdo de conteidos e de conceitos

matematicos;

* A Resolugdo de Problemas desenvolve a crencga de que os estudantes sao capazes de fazer
Matematica e de que a Matematica faz sentido; e a partir disto a confianca e a autoestima

dos estudantes aumenta;

* A formalizacdo dos conceitos e teorias matematicas, trabalhadas passa a fazer mais sen-

tido para os estudantes.

Trabalhar sobre partes e pedacos de Matemética ndo € fazer Matematica e nunca resultaria
em compreensdo. Exercicios resultantes de testes tradicionais podem produzir resultados a
curto-prazo, mas os efeitos de longo-prazo devem produzir cidadios capazes de admitir que nao
sabem Matemadtica. O simples dominio de habilidades ndo significa saber fazer Matematica.

Nesse sentido, Romanatto (2008, p.1) diz que,

A resolugdo de problemas se apresenta como um dos caminhos mais promis-
sores para o “fazer matemdtica” em nossas salas de aula. Sabemos que toda
disciplina tem um corpo de conhecimento e uma ldgica peculiar (a sua es-
pecificidade). No caso da Matematica, essa especificidade € a resolucdo de
problemas. E o que postulava Descartes: “(...) ndo nos tornaremos matema-
ticos, mesmo que decoremos todas as demonstracdes, se 0 N0sso espirito nao
for capaz, por si, de resolver qualquer espécie de problema”.

Uma proposta apresentada sobre essa metodologia por Onuchic e Allevato (2011), a qual Al-
levato e Onuchic (2014) indicam como sugestao atual a organizacdo de um roteiro de atividades
em dez etapas: preparacdo do problema, leitura individual, leitura em conjunto, resolucdo do
problema, observar e incentivar, registro das resolucdes na lousa, plendria, busca do consenso,

formalizagcdo do contetdo, proposi¢ao e resolu¢do de novos problemas.
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- Preparacdo do problema - Selecionar um problema, visando a constru¢do de um novo con-
ceito, principio ou procedimento. Esse problema serd chamado problema gerador. E importante
ressaltar que o contetido matemdtico necessdrio para a resolu¢do do problema proposto nao te-

nha ainda, sido trabalhado em sala de aula.

- Leitura individual - Entregar uma cépia do problema para cada aluno e solicitar que seja feita

sua leitura.

- Leitura em conjunto - Solicitar nova leitura do problema, agora nos grupos;

* Se houver dificuldade na leitura do texto, o proprio professor pode auxiliar os alunos,

lendo e levando-os a interpretar o problema.

* Se houver, no texto do problema, palavras desconhecidas para os alunos, surge um pro-
blema secundério. Busca-se uma forma de poder esclarecer as dividas e, se necessério,

consultar um dicionario.

- Resolugdo do problema - A partir da compreensdo do problema, sem dividas quanto ao enun-
ciado, os alunos em seus grupos, em um trabalho cooperativo e colaborativo, buscam resolvé-lo.
Considerando os alunos como co-construtores da matematica nova que se quer abordar, o pro-
blema gerador é aquele que, ao longo de sua resolu¢do, conduzird os alunos para a construgao

do conteudo planejado pelo professor para aquela aula.

- Observar e incentivar — Nessa etapa, o professor nao tem mais o papel de transmissor do co-
nhecimento. Enquanto os alunos, em grupo, buscam resolver o problema, o professor observa,
analisa o comportamento dos alunos e estimula o trabalho colaborativo. Ainda, o professor,
como mediador, leva os alunos a pensar, dando-lhes tempo e incentivando a troca de ideias

entre eles.

* O professor incentiva os alunos a utilizarem seus conhecimentos prévios e técnicas ope-
ratdrias ja conhecidas, necessarias a resolucdo do problema proposto. Estimula-os a esco-
lher diferentes caminhos (métodos) a partir dos proprios recursos de que dispdem. Entre-
tanto, € necessdrio que o professor atenda os alunos em suas dificuldades, colocando-se
como interventor e questionador. Acompanha suas exploracdes e os ajuda, quando ne-
cessario, a resolver problemas secundarios que podem surgir no decurso da resolucao:
notacdo; passagem da linguagem verndcula para a linguagem matematica; conceitos re-

lacionados e técnicas operatorias; a fim de possibilitar a continuagdo do trabalho.

- Registro das resolucoes na lousa — Representantes dos grupos sao convidados a registrar, na
lousa, suas resolucdes. Resolugdes certas, erradas ou feitas por diferentes processos devem ser

apresentadas para que todos os alunos as analisem e discutam.
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- Plendria — Para esta etapa sdo convidados todos os alunos, a fim de discutirem as diferentes
resolucdes registradas na lousa pelos colegas, para defenderem seus pontos de vista e esclare-
cerem suas davidas. O professor se coloca como guia e mediador das discussoes, incentivando
a participacdo ativa e efetiva de todos os alunos. Este ¢ um momento bastante rico para a

aprendizagem.

- Busca do consenso — Depois de sanadas as ddvidas, e analisadas as resolucdes e solucdes
obtidas para o problema, o professor tenta, com toda a classe, chegar a um consenso sobre o

resultado correto.

- Formalizagdo do conteiido — Neste momento, denominado formalizacdo, o professor registra
na lousa uma apresenta¢cdo formal — organizada e estruturada em linguagem matematica — pa-
dronizando os conceitos, os principios e os procedimentos construidos através da resolucio do
problema, destacando as diferentes técnicas operatérias e as demonstragdes das propriedades
qualificadas sobre o assunto.

Segundo Onuchic e Allevato (2011), a Resolu¢do de Problemas como metodologia, trata
de um trabalho onde um problema € ponto de partida e orientacdo para a aprendizagem e a
constru¢do de novo conhecimento faz-se presente através de sua resolucao.

Nesse sentido, para o desenvolvimento deste e-book selecionamos problemas sobre o Cél-
culo Diferencial, que talvez no inicio o estudante sinta dificuldade e precise encontrar um ca-
minho de resolugdo, ou seja, que se torne um problema para ele. Tal dificuldade fard com que
o estudante valorize seus conhecimentos prévios para que este possa utilizd-lo na busca de uma

resposta.






Problemas sobre limite e continuidade

2.1 Problemas

Neste capitulo sdo propostos dez problemas, os quais englobam os conteidos de Limites e
continuidade. As resolugdes dos problemas se encontram no capitulo 6, mas pedimos ao leitor
que consultem as resolucdes apenas quanto for trabalhado o problema. Para mais problemas o

leitor pode consultar a bibliografia de Calculo referenciada.

U CUERAY A Figura 3 mostra um circulo fixo C; de equagdo (z — 1)2 + 2 = 1 e um

circulo Cs, a ser escolhido, com raio r e centro na origem. P € o ponto (0,7), () € o ponto de
interseccdo superior dos dois circulos, e R € o ponto de intersec¢do da reta P() com o eixo z.

O que acontecerd com R quando C, se contrair, isto é, quando » — 0T ?2(STEWART, 2016).

Figura 3 — Figura do Problema 1
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P

Fonte: Stewart (2016)
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20 — 1] — |2 1
Problema 2.4 JgRISEA hH(l) 22 — 1] — |22 + |.(STEWART, 2016).
T—

X

IENEREY A figura mostra um ponto P sobre a pardbola y = 22 e um ponto  onde a
perpendicular que bissecta O P intersepta o eixo y. A medida que P tende a origem ao longo da
pardbola, o que acontece com ()? Ele tem uma posi¢do-limite? Se sim, encontre-a.(STEWART,
2016).

Figura 4 — Figura do Problema 5

VA

y=x
Q P
0 x

Fonte: Stewart (2016)

Problema 2.6 By ponto fixo de uma funcdo f é um nimero ¢ em seu dominio tal que

f(c) = c. (A func@o ndo movimenta c ele fica fixo.)

a) Esboce o grifico de uma fun¢@o continua com o dominio [0, 1] cuja imagem também esta

[0, 1]. Localize um ponto fixo de f

b) Tente fazer o grafico de uma fungio continua com o dominio [0, 1] e a imagem em [0, 1]

que nao tenha um ponto fixo. Qual € o obstaculo?

¢) Use o teorema do valor intermedidrio para demonstrar que toda fun¢ao continua com o

dominio [0, 1] e a imagem em [0, 1] deve ter um ponto fixo.(STEWART, 2016)

Se lim[f(z) + g(z)] = 2 e lim[f(x) — g(z)] = L, encontre lim f(z)g(z).

r—a r—a r—a
(STEWART, 2016).

A contracao de Lorentz De acordo com a teoria da relatividade, o compri-
mento de um objeto — por exemplo, de um foguete — parece a um observador depender da
velocidade com que o objeto se desloca com relagdo ao proprio observador. Se ele medir o
comprimento Ly do foguete em repouso, depois medir com a velocidade v, o comprimento

parecera
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Essa € a equacdo da contracdo de Lorentz. Nela, ¢ € a velocidade da luz no véacuo cerca de
3 x 10%m/s. O que acontece com L a medida que v aumenta? Calcule lim L. Por qué foi

—c~
necessdrio aplicar o limite lateral a esquerda?(THOMAS et al., 2009)

Expansao térmica em equipamentos de precisao Sabemos que os materiais,
em sua maioria, se expandem quando aquecidos e se contraem quando resfriados. As dimensdes
de certos equipamentos de laboratério podem ser tio criticas que os locais onde sdo fabricados
precisdao ser mantidos a mesma temperatura dos laboratérios onde vao ser instalados. Uma

tipica barra de aluminio de 10cm de largura, a 70° F, terd
y =10+ (t—70) x 107*

centimetros de largura a uma temperatura ¢ proxima. Suponha que vocé va usar uma barra como
esta em um detector de ondas gravitacionais, no qual a largura da barra deve variar no maximo
0, 0005¢m em relagdo aos 10cm ideais. Qual a variacao maxima de temperatura (em relacdo aos
70° F' originais) permitida para que a barra se mantenha dentro das especificacdes?(THOMAS et
al., 2009)

4a% — 2 in (22 — 2
Problema 2.10 JgRRM hrré {(mz — 25) cos ( * T 5) e (= 5)
T—

x2 — 25 z—5







Limite e Continuidade de funcoes

Devemos observar que um dos conceitos basicos que o Calculo se apoia € o de limite de
fungdes. A nocao de limite serd utilizada posteriormente para se falar de continuidade e definir
derivada e integral. Neste sentido, trabalharemos neste capitulo o conceito de limite desde sua

nocdo intuitiva até a sua defini¢do formal.

3.1 Limite

Inicialmente a nocdo de limite pode ser algo bem intuitivo, por exemplo no ensino basico
quando estudava-se sobre dizimas periddicas foi provado que 1 = 0,999999 - - -, no entanto por

vezes, ndo € enxergado o nimero 0, 999999 - - - como sendo a soma,

i9 -107" (3.1)
n=1

O que ¢ feito na maioria dos casos € o seguinte:

Chamemos o nimero representado pela soma acima de z, ou seja,
r =0,999999- - - .
Multiplicando (3.1) por 10 segue,
102 =9,999999 - - - . (3.2)

Agora, subtraindo (3.1) de (3.2) temos, 9z = 9, o que implica, x = 1. Se o nimero fosse visto
como a soma y_ -, 9 - 107", poderfamos nos perguntar o que acontece quando o n se torna
suficientemente grande, em outras palavras o que acontece com a soma quando o n tende a
infinito.

Mas isto até o momento trata-se apenas de um inicio de conversa, o nosso objetivo € pensar
em limites de fungdes, se temos uma fungio f : A — B, e fixarmos um ponto z € A, podemos
nos perguntar o que acontece com a imagem de pontos préximos do A pela fung¢do f. Ou seja,

suponha o nimero a préximo de z, com = # a, isto é, |x — a| > 0, podemos nos perguntar o
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que acontece com f(a) € B, serd que podemos afirmar que f(z) estd proximo de f(a)? tais
questionamentos nos motivam a pensar no conceito de limite.

Tomemos agora o seguinte exemplo: considere a fun¢do f : R — R, tal que , f(z) = 22,
0 que acontece com a imagem da fun¢@o quando z se aproxima de 2? Vamos usar uma tabela

para responder a este questionamento.

z \1\ 1.5 \ 1,9 \ 1.91 \2\ 2,01 \ 2,1 \ 2,5 \3
fla) =22 |1]225|3,61|3,6481 | 4 | 40401 | 441 | 6,65 |9

Nota-se que quanto mais proximos ficamos de 2, mais a imagem se aproxima de 4. Com
isto, mesmo que néo olhemos para o nimero 2 podemos afirmar que o limite de f(x) quando x

se aproxima de 2 é 4, simbolicamente escrevemos

lim 2® = 4
T—2
onde as notagdes “z — 2” significa “z tende a 2” e, “lim” significa “o limite de”.

Podemos generalizar o conceito, consideremos f(x) uma fun¢do, a € D(f) e L € Im(f),

nimeros genéricos, escrevemos

lim f(x) =L

Tr—ra

e 1&-se, “o limite de f(x) quando x se aproxima de a é L”.

Um outro exemplo que podemos considerar € o chamado problema da reta tangente, assim

COomo S€ seguc:

Problema Resolvido 3.1. Encontre a equacdo da reta tangente ao grdfico da fungédo y = 2

no ponto P(1,1).

Resolucao.

O nosso problema se encontra no fato de possuirmos apenas um ponto pelo qual deve-se
passar a reta procurada. Sendo assim considere um segundo ponto Q(x,x?) pertencente ao
grifico de f. Da geometria analitica sabemos que a inclina¢do da reta, mpq, que passa pelos

pontos P e () é dada pela expressao

x?—1
rz—1

(3.3)

me =

a figura a seguir ilustra a situacao.
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Figura 5 — Reta secante

A

Se atribuirmos valores a x proximos de 1, no entanto diferentes de 1, observaremos que o

valor dado na expressio (3.3) se aproxima cada vez mais de 2. Ou seja, a medida que o ponto ()

se aproxima do ponto P, a reta secante “tende” a se tornar uma reta tangente, cujo coeficiente

angular serd o “limite” dos valores de (3.3).

Tomando o coeficiente angular como sendo 2 (o valor aproximado quando x estd préximo

de 1)!, temos a equacdo da reta tangente ao grafico da fun¢do f no ponto P

o grafico € ilustrado a seguir:

y=2x—1

(3.4)

Figura 6 — Reta tangente

A

Em resumo, podemos imaginar que o ponto () caminha sobre o grafico da funcdo f em

direcdo ao ponto P, enquanto estes pontos se tornam cada vez mais proximos, a reta secante

Fica a cargo do leitor fazer a aproximagao do valor e constatar que realmente € o 2 como afirmamos
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que passa pelos pontos P e () se aproxima cada vez mais de uma reta tangente até que isto
ocorra na posicao limite. U

A situacdo anterior pode ser expressada através da equagao

2 —1

lim mpg = lim 3.5)
P—Q z—1 ¢ —1

onde o operador “lim” representa as aproximagdes sucessivas que devem ser feitas em torno do

1, mas desconsiderando o proprio 1.

Observacao 3.1. Ainda podemos representar a mesma situacdo expressa por (3.5) da seguinte
maneira. Considere um niimero h > 0, e além do ponto P(1,1) considere Q(1 + h, (1 + h)?),
€ obvio que () é um ponto sobre a pardbola representadas nas Figuras (5) e (6). Sendo assim
se fizermos h — 0, h se aproximar de zero, entdo o ponto () ird se aproximar do ponto P. Com
isto podemos calcular o coeficiente angular da reta tangente ao grdfico da pardbola no ponto

P através da seguinte expressao,

h 2 .2
]li n mpg = lim w 3.6)

LQ h—0 h
As expressoes dadas em (3.5) e (3.6), serdo de grande importancia mais adiante quando
formos estudar o conceito de derivada. Mas, por hora, voltemos a ideia de limite.
Em uma grande quantidade de funcdes veremos que o numero que chamamos de limite
quando x se aproxima de a, coincide com a imagem f(a), estas fun¢des sdo chamadas de
continuas no ponto a (este conceito serd aprofundado mais adiante), no entanto existem funcdes

que ndo estdo definidas em um certo ponto. Por exemplo, f : R\{2} — R, definida por

2?2 —9r + 14

fo)=—=%—
Nio é dificil ver que f ndo estd definida para z = 2 e, neste caso, o que dizer do limite de f(x)
quando x se aproxima de 2? Note que f(x) pode ser vista da forma %, onde g(z) =z —2e

h(z) =2 — 92+ 14 = (v — 2)(x — 7) = g(z)(z — 7),

desta forma podemos reescrever f(x) da seguinte maneira,

g(x)(z =7

=(x—T1).

Em resumo, calcular
o ox2—9x+14
lim ————

r—2 ;L’—2

é 0 mesmo? que calcular lim z — 7, que de imediato temos o resultado —5.
T—2

Para trabalharmos de maneira a obedecer o rigor matemaético € necessario uma formalizacdo

do conceito de limite, e € isto que a secdo seguinte traz.

2 é 0 mesmo em um sentido intuitivo nio podemos esquecer do rigor matematico embutido nas manipulagdes

algébricas
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3.1.1 Definicao Formal de Limite

Inicialmente consideremos algumas definicdes e conceitos sobre a topologia da reta (R) os

quais devem ser estudados mais precisamente em um curso de andlise real.

Definicao 3.1 (Ponto interior). Consideremos X C R, um subconjunto dos niimeros reais,
diremos que a € X é um ponto interior a X se existir ¢ > 0 de forma que o intervalo I =
(a — €,a + €) esteja contido em X, o conjunto de todos os pontos interiores é chamado de

interior de X e denotado por int X.

Definicao 3.2 (Vizinhanca). Quando a € int X diz-se que X é uma vizinhanga do ponto a. Em
outras palavras, chamamos vizinhanca (ou entorno) de centro em a e raio J o intervalo aberto
(a —6,a+9), onde § > 0.

Notagao: V(a,d) = (a —d,a+0) ={zx € R; |z —a|] <d}.

Representagdo grdfica:

'

\
Ji
a—20 a a-+9

Definiciio 3.3 (Vizinhanca perfurada). E o intervalo (a — d,a) U (a,a + 0). Ou seja, é um
entorno de raio ¢ onde o centro a ndo estd incluido.
Notagao: V,(a,d) = (a — 0,a) U (a,a + )
Vo(a,0) ={zx €R; a—d<zx<a+d e x+#a}.

Representagdo grdfica:

'

\
7
a—20 a a-+9

Um ponto a serd chamado ponto de acumulacdo de X se toda vizinhanga V' de a contém
pontos de X diferentes do préprio a, isto é, V N X\{a} # (). Ou ainda podemos definir ponto

de acumulacio em termos de distancia entre pontos da seguinte forma:

Definicao 3.4 (Ponto de acumulagdo). Seja X C R. Dizemos que a € R é ponto de acumulagdo

de X se para todor > 0 existe v € X tal que x # a e |x — a| <.

Observacao 3.2. Dizer que a é ponto de acumulacdo de X C R é o mesmo que dizer que
podemos nos aproximar tanto quanto queiramos de a, sem que precisemos alcangar o proprio

a.

Definir limites de forma intuitiva deixa muito a desejar do ponto de vista do rigor matema-
tico, pra resolver este problema temos a seguinte defini¢do, conhecida como defini¢do formal

ou definicdo precisa de limite:
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Definicao 3.5 (Limite). Sejam [ C R um intervalo aberto, f : I — R uma fungdo e a um ponto

de acumulagdo de I . Entdo dizemos que o limite de f(x) quando x tende a a é L, e escrevemos

lim f(z) =L

Tr—a

seVe > 0,30 >0, tal que 0 < |z —a| <0 = |f(z) — L| <e.

Observacao 3.3. A partir de agora todas as vezes que se falar do limite de uma fungdo tendendo
a um niimero a, serd omitido a informagdo de a ser ponto de acumulagcdo no entanto isto deve

ser considerado.

Observacdo 3.4. A indicacdo 0 < |x — a| na defini¢do de limite significa que estamos consi-

derando o niimero x diferente de a.

Figura 7 — Comportamento do limite

Podemos representar a escrita matematica através de um diagrama (ver Figura 7). A defi-
ni¢do afirma que se for dado qualquer intervalo, (L — €, L + ¢€) em torno de L, entdo podemos
encontrar um intervalo, (a — 0, a + &) em torno de @ de tal forma que f leve todos os pontos de
(a — d,a+ &) (exceto possivelmente o préprio a) em (L — €, L + €).

No problema resolvido a seguir, utilizaremos a equac¢do de uma reta para ilustrar o que

ocorre com os nimeros € € 0 no processo de limite.

Problema Resolvido 3.2. Dada a fungéo f(x) = 2x+ 1 e e = 0,001, encontre § que satisfaca
|f(z) — 3| < 0,001 sempre que 0 < |z — 1| < 6.

Resolucao.

O que o problema nos pergunta é o quao proximo de 1 devemos tomar o nimero = para que

a distncia da sua imagem f(z) diste menos de 0,001 do nimero f(1) = 3.
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Assim para que possamos obter o nimero 0 procurado, primeiro devemos admitir que

|f(z) — 3| < 0,001, e entdo trabalhamos sobre esta expressao

|f(z) = 3] =2+ 1— 3]

= |2z — 2|
= 2|z — 1]
< 0,001 = €

e isto resolve 0 nosso problema pois, obtemos 2|z — 1| < € entdo, basta tomar 6 = %e ou seja
obtemos § = 0, 0005. 0

Teorema 3.1 (Unicidade do limite). Seja f uma fungdo, se lim f(x) = Ly e lim f(z) = Ly
T—a Tr—a
entdo, L1 = Lo.

Demostragdo. Ora, se lim f(x) = L; entdo, para todo € > 0, existe 9; > 0 tal que
r—a

|f(z) — Ly| < % sempre que |z —a| < §;

analogamente se lim f(z) = Ls ento, para todo ¢ > 0, existe 0o > 0 tal que
Tr—a

|f(z) — Lo| < % sempre que |z — a| < 09

Tome § = min{dy, 0>}, de modo que, sempre que |z — a| < 0 tenhamos |f(z) — L1| < 5 e
|f(z) — Ls| < 5. Supondo que seja L1 # Lo, temos |L; — Ly| > 0 como épsilon € arbitrério
podemos supor € = |L; — Ly| > 0, daf

€= |Ly — Lo
= L1 — f(z) + f(x) — Lo
< Ly = f(o)| + | f(z) — Lo
<5+5

= €

absurdo, com isto so resta L; = Lo. [ |

A seguir na Figura 8, ilustramos trés casos onde ocorre a existéncia de um limite. Na Figura
8a devemos ter o limite da fun¢do quando z se aproxima de a coincidindo com a imagem da
funcdo neste ponto. Na Figura 8b devemos ter o limite da funcdo exatamente igual a do caso
anterior mas a fun¢@o ndo esta definida no ponto de abscissa a, e finalmente na Figura 8c temos
os limites iguais aos anteriores e a funcdo estd definida para x = a, no entanto este nimero é

diferente do limite.
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Figura 8 — Diferentes representacdes da existéncia de um limite
Y, Yy Yy

1 T fla)+---=

“TA A A
A T

(b) A fu_l-lgéo nao estd definida no (©) A fuﬂc_;ﬁo estd definida mais a ima-
(a) Limite coincide com a imagem ponto gem do ponto nio € o limite

Apos esta andlise fica claro que a funcdo ndo precisa estar definida no ponto para que o
limite exista, isto €, quando estamos falando de limite s nos interessa o que ocorre préximo ao

ponto, ainda mais, estas obervacdes levam a seguinte proposi¢ao:

Proposicdo 3.1. Sejam f e g funcbes, com f(x) # g(x) apenas para x = a entdo, lim f(z) =

Tr—a
L = lim g(x).
T—a

Demostragdo. Suponha que lim f(x) = L, sendo assim para todo ¢ > 0 dado arbitrariamente
Tr—a

existe § > 0 de tal forma que |f(z) — L| < ¢, sempre que 0 < |z — a|] < 0. Mas se 0 <

|z — a| < J, temos que = # a assim f(z) = g(x) e podemos escrever, |g(x) — L| < ¢, sempre

que 0 < |z — a] < J, ou seja, lim g(x) = L. Isto mostra o resultado. [
T—a

Problema Resolvido 3.3. Mostre que lim mx +n = ma + n.
T—ra

Resolucao.

Existem duas possibilidades. Primeiro podemos ter m = 0, dai ficamos com liin n,onde n é
constante e devemos mostrar que o resultado deste limite é n. Neste caso, para tf)dg e > (0 dado
arbitrariamente ndo nos interessa o nimero § tomado que teremos | f(z)—n| = [n—n| =0 < €.

Em um segundo caso temos m # 0, dai, para todo ¢ > 0, considere 6 = ﬁ, entao temos,

O<|z—a|l<d=|f(x)— Ll = |mx+n—(ma+n)

Im(z — a)|
= |mllz —d

< |m|o

m|—
m_
m]

€

1sto mostra o resultado. O
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3.1.2 Propriedades dos limites

A definic@o formal de limite € bastante util em contetidos mais avangados, como um curso
de andlise real por exemplo. Em Cdlculo, os limites sdo geralmente calculados através de
propriedades, a saber:

Sejam f e g fungdes tais que lim f(z) = Le lim g(z) = M, k € R. Dai tem-se

T—a T—a

I. limk=%Fk

Tr—ra

2. lim(kf)(z) = kL

Tr—a

3. im(f+g)(x) =L+ M

r—a

4. lim(fg)(x) = LM

r—a

5. iﬂ(%)(x):%,g(x)%o e M #0.

Antes de demostrar estas propriedades consideremos o seguinte lema:

Lema 3.1. Se lim f(z) = L, entdo existe 6, > 0 e N > 0 tais que

r—a

|f(z)| < N sempre que 0 < |z — a| < §;

Demostrag¢do. Com efeito, se lim f(z) = L entdo, para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que
r—ra

O0<|z—a|l<d = |f(x)—L|<e
Desta forma, considere 9; = 0 e N = € + | L|. Dai,
|f(@)] < [f(x) — LI+ |L] <e+|L] = N.

isto mostra o resultado. ]
Agora provaremos as propriedades operatdrias propostas para o calculo de limites.

Demostracdo.
1. Esta propriedade segue do Problema Resolvido 3.3.

2. Como lim f(z) = L temos que Ve > 0,36 > 0 tal que | f(z) — L] < 5

Tr—a

Sendo assim para este mesmo delta devemos ter
€
|k f(x) = kL] = [k(f(z) = L) = |k[[f(x) = L] < WW =€

ou seja lim k f(x) = kL, como deviamos demonstrar.
r—a
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3. Provaremos o caso do limite da soma, o caso da diferenca fica a cargo do leitor interes-
sado.

Se lim f(xz) = L e lim g(z) = M entdo, para todo € > 0, existe d;, d» tais que

r—ra r—ra

|f(z) —L| < % sempre que 0 < |z —a| <

lg(z) — M| < g sempre que 0 < |z — al < d,

Sendo assim tome 0 = min{dj, d2}, com isto sempre que 0 < |z — a| < J, temos

(f(2) +9(x)) = (L+ M)| = [f(z) = L+ g(x) = M|
< [f(x) = LI+ |g(x) — M]|
<5+5

€

ou seja, lim|[f(x) + g(x)] = L + M, como deveriamos demonstrar.
Tr—a

4. Por hipétese lim f(z) = L, sendo assim pelo Lema 3.1 existem d; > 0 e N > 0 tais que
Tr—a
|f(x)] < N sempreque 0 <|z—al<d
Por outro lado, como lim f(x) = L e lim g(xz) = M, para todo € > 0, exitem dq, 05 > 0

. r—a r—a
tais que

[f(x) = L] <

€
———— sempreque 0 < |z —al <d

lg(x) — M| < % sempre que 0 < |z —a| < J3

Com isto tomando § = min{d, ds, d3}, sempre que 0 < |z — a| < §, devemos ter

f(@)g(x) = fle)M + f(z)M — LM|

| f(z) )
= [f(z)(g(x) — M)+ M(f(z) — L)|
< [f(zx)(g(z) = M)|[ + [M(f(z) — L)|
= |f(@)|lg(z) — M|+ [M]|f(z) — L]
< Non M5
§§+§
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ou seja, lim f(x)g(xz) = LM como deveriamos demostrar.
T—a

. . . . 1 1
5. Como consequéncia do item anterior basta mostrar que lim — = —, onde g(z) e M
e=ag(z) M
sdo ambos diferentes de zero.

Por hipétese lim g(x) = M, ou seja, pelo lema (3.1) , 36; > 0e N > 0 tais que

r—ra

lg(x)] < N sempreque 0< |z —al<d
por outro lado para todo € > 0 podemos considerar § = 9;, de forma que tenhamos

lg(x) — M| < eN|M| sempreque 0<|z—a|<$é

com efeito, temos

1 1] Mg
‘g(x) M _’ g(x

M
M~ g()]
|g(x)]| M|
eN|M|
N|M|
=€
. 1 )
ou seja, lim —— = —, como deveriamos demonstrar.
T—a g(x) M

[
Ainda para que possamos calcular limites com uma certa facilidade consideremos a seguinte

proposi¢ao

Proposicao 3.2. Seja f : R — R uma funcdo definida por f(x) = Zk‘le isto é, [ é uma
i=0
fungdo polinomial de grau n, entdo lim f(z) = f(a), ou seja,
Tr—a

n n
lim E ]{]iﬂfz = E kial
r—a

1=0 1=0

Antes de prosseguir com a prova da proposi¢cao demonstremos o seguinte lema

Lema 3.2. Para cada monomio g(x) = x™ devemos ter lim g(x) = lim 2™ = a™.

Tr—a T—ra

Demostragcdo. Usaremos indugio sobre m. Para m = 1 temos ¢; (z) = x, mas pelo Problema

Resolvido 3.3 sabemos que lim x = a. Suponha que seja védlido para m = k, isto €, temos
r—a
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gr(x) = 2% e lim 2* = a*. Com isto, definimos a fungio g(z) = z**'. Note que g(z) =

(919%) (), isto é,

nos resta mostrar que

lim g(z) = lim 2" = ¢!
r—a T—a
Entao fagamos,
lim 2" = lim 2% - 2

T—a T—a

= lim z* - lim z
r—ra r—a

0 que conclui a prova do lema. |
Agora provemos a proposi¢ao,

Demostragdo. A propriedade da soma de limites pode ser estendida por indugdo a qualquer

numero finito de func¢des (a demonstracdo desse fato fica a cargo do leitor interessado), sendo

assim o limite do polindmio fica da da seguinte forma
n
lim Z kix' = lim ko + lim ki + lim kox® + - - - + lim k2"
T—a —0 r—a r—a r—a r—a
7=

com isto invocamos as propriedades (1) e (2) dos limites e o lema (3.2) e obtemos

lim Zm = ko + kia + koa® + - + kpa”
1=0

T—a 4
n
= kia
i=0

e a proposi¢ao estd demonstrada. |

Observacao 3.5. Toda a teoria abordada até o momento nos permite calcular limites com uma
certa facilidade. A Proposicdo 3.2 mostra que para calcular o limite de uma funcdo polinomial

quando x tende a um certo niimero a, resume-se ao cdlculo da imagem da fungdo no ponto de

abcissa a. Além disso, o limite de funcdes racionais, na forma f(x) = % também se resume

a cdlculo de imagem, no seu dominio.

Podemos ilustrar a observagao anterior com o seguinte

Problema Resolvido 3.4. Seja f(x) = ”f L uma fungao racional. Calcule liII(l) f(z).
T—
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Resolucio.
2

Devemos calcular lim
x—0 1 —

edades e ficamos com

5 note que 0 € D(f), com isto basta que utilizemos as propri-

. 2 . 2 .

poatal el el o411

20 x —2  limz—2 limz—1lim2 0-—-2 2
x—0 x—0 x—0

ou ainda poderiamos ter feito

P+l 0%+1 1
lim = = ——
z—0 xr — 2 0—-2 2

. o : 1
e conseguimos o resultado de maneira direta, l1rr(1) flx) = —5 0
T—

3.1.3 Limites indeterminados

E muito comum durante o célculo de limites nos depararmos com quocientes indetermina-
dos ou impossiveis, por exemplo os quocientes da forma % e22 sdo chamados de indeterminados,
nota-se isso pelo fato de poderem assumir qualquer valor desejado sem que ocorra absurdos, € o
quociente ¢, a € R € impossivel®, ainda € possivel que ocorram outras situa¢des complicadas,
por exemplo co — oo ou 1°°, e estas devem ser trabalhadas cuidadosamente.

Olhemos inicialmente para fun¢des racionais onde ocorre “problemas” da forma %. Consi-
deremos, a critério de exemplo, a funcéo f(z) = ﬁ%ﬁ“, se tentarmos calcular zlgnl f(z), da
forma que € apresentado no Problema Resolvido 3.4 encontraremos a indeterminagao %. Assim
para ilustrarmos como devemos proceder considere o seguinte

z242z+1

Problema Resolvido 3.5. Determine lirn1 f(x) onde, f(x) = =15
T——

Resolucio.

Inicialmente tentamos proceder como no Problema Resolvido 3.4, assim obtemos

lim 22+ lim 2z + lim 1

2 2 1 T—— T—— T
. t2r+1 0 ool 2=! _ > [indeterminado]
o T o hmlx +1 0
T——

pode-se observar que desta maneira nao conseguimos determinar o limite. Sendo assim, opte-
mos por uma segunda abordagem. Note que f ndo estd definida em x = —1, podemos definir
uma segunda fungdo, g, de modo que g(z) = f(x), Yo € R\{—1}. Para definir g trabalhemos
algebricamente com a lei de formagao de f, dai

?4+2r+1 (z+1)(z+1)
= =x+1
r+1 (x+1)

3 Estudaremos mais precisamente o porqué, quando discutirmos os limites infinitos
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com isto definimos g(z) = x + 1. Note que g(x) assim definida é idéntica a f para todos os

pontos com excecdo de x = —1, invocando a Proposicdo 3.1, concluimos que lim1 flx) =
T—>—
lim1 g(x), mas o limite de g quando z — —1 € facilmente calculado,
T—>—
lim z4+1=0
z——1
assim concluimos que lim1 f(z)=0. O
T——

Observacao 3.6. O procedimento feito anteriormente pode ser desenvolvido de forma imediata
sem a necessidade de alertar sobre a utilizacdo da Proposicdo 3.1. No entanto, o estudante

deve conhecer a teoria que sustenta tais manipulagoes.

3.1.4 Limites laterais

Para falarmos de limites laterais € interessante entendermos o que € uma restricao de uma

funcao.

Definicao 3.6 (Restri¢ao). Considere uma funcdo f : A — B e S um conjunto tal que S C A.
A restri¢do de f a S, denotada por f|g, é a funcdo f|s: S — B tal que

(fls)(@) = f(x),
para todo x € S.

Em outras palavras, uma restricdo é funcdo com dominio restrito a um subconjunto do
dominio. A partir de agora, tomaremos o cuidado de trazer para conhecimento do leitor, além
das defini¢des e resultados dos limites de fungdes considerando todo o seu dominio, também

sobre a defini¢do e propriedades de limite em restri¢des de funcdes.

Teorema 3.2 (Limite da restricdo). Seja f : X — R uma funcdo com X C R. Sejam S um
subconjunto de X e a € R um ponto de acumulagdo de S. Nesse caso, a também é ponto de
acumulagcdo de X. Além do mais, se f possui limite no ponto a, entdo f|s também possui limite
no ponto a e o limite de f|s no ponto a é igual ao limite de f no ponto a.
Demostragdo. Dado € > 0, o mesmo § > 0 que existe em virtude do fato que lim f(x) = L,
nos mostra que lim(f|s)(x) = L. o |
Por vezes utal?aafungéo pode ndo estar definida a esquerda ou a direita de um certo nimero
a, isto €, ndo esta definida para nimeros x < a ou x > a, mas pode ser necessario estudar o
comportamento de tais fung¢des. Considere o exemplo da fun¢do f(x) = /z, sendo f uma fun-
cdo real, € possivel observar que f ndo esta definida para z < 0. Sendo assim, como devemos
proceder se quisermos calcular ilir(l) v/2? Neste caso € facil perceber que se nos aproximarmos
do zero tomando valores de = maiores que o zero, a imagem f(z) fica cada vez mais préxima

do zero e assim obtemos o resultado do limite, lin% Vv = 0.
T—
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O processo de limite executado anteriormente exige que os leitores percebam que sé po-
demos nos aproximar do zero tomando valores maiores que o zero, neste caso dizemos que
calculamos o limite a direita do zero. Os conceitos de limites laterais sdo definidas precisa-

mente a seguir:

Definicao 3.7 (Limites laterais). Seja f : X — R uma funcdo com X C R e seja a € R. Se
a é ponto de acumulacdo de (a,+0o0) N X, entdo o limite a direita de f em a, denotado por
xlgﬁ f(z), é definido como o limite no ponto a da restri¢cdo de f a (a,+00) N X. Simultanea-
mente, se a € um ponto de acumula¢do de (—oo,a) N X, entdo o limite a esquerda de f em a,

denotado por lim f(x), é definido como o limite do ponto a da restricdo de f a (—oo,a) N X.
Tr—a—

Ou ainda podemos escrever a defini¢do anterior como € mais comumente utilizada nos textos
de Célculo.

Definicio 3.8 (Limite a direita). Seja f uma fungdo, diremos que o limite de f(x) quando x se

aproxima de a pela direita é L, simbolicamente

lim f(z) = L (3.7)

se, para todo € > 0, existe 0 > 0 de tal modo que
|f(z) — L| <€ sempreque a<zx<0d+a.
Analogamente temos a definicdo de limite a esquerda,

Definicio 3.9 (Limite a esquerda). Seja f uma funcdo, diremos que o limite de f(x) quando x

se aproxima de a pela esquerda é L, simbolicamente

lim f(z) = L (3.8)

se, para todo € > 0, existe 6 > 0 de tal modo que
|f(x) — L| <€ sempreque —3d+a<zx<a.

Observacao 3.7. As notagoes para os limites das equacoes (3.7) e (3.8), podem ser substituidas

respectivamente por

wlllﬁi fl@)=1L (3.9)
e

xllg{ f(z) = L. (3.10)

Ainda com intuito de avaliar os limites laterais, agora sob uma restricio em f devemos

considerar o seguinte teorema:
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Teorema 3.3. Seja f : X — R uma funcdo com X C R e seja a um ponto de acumulagdo de
X. Seja S um subconjunto de X com a seguinte propriedade: existe r > 0 tal que para todo
re X:

O<|z—a|l<r=2z€s8.

Neste caso a também é um ponto de acumulacdo de S. Além do mais, [ possui limite no ponto
a se, e somente se, f|s possui limite no ponto a. Em virtude do Teorema 3.2, esses dois limites

sdo iguais se existirem.

Demostragdo. Dado € > 0, se tomamos 0 > 0 que existe em virtude do fato que lim(f|g)(x)
existe, entdo &' = min{J, 7} nos mostra que o limite existe. Basta notar que se Z—E X ese
0<|z—a|l<dentdo0 < |z — a|] <reportanto z € S, pela nossa hipdtese. [ |

Ainda podem surgir situagdes como a ilustrada da Figura 9, onde podemos calcular limites
a esquerda e a direita de uma certo nimero mas estes sao diferentes, neste caso dizemos que o

limite (bilateral) ndo existe neste nimero.

Figura 9 — Limites laterais diferentes

—0—

—I_J

O seguinte teorema expressa o que esta ilustrado na Figura 9,

Teorema 3.4. Seja f uma funcdo real. O lim f(z) = L se, e somente se,
r—a

lim f(z) = L = lim f(z).

z>a z<a

Este teorema serd estabelecido como coroldrio do seguinte teorema mais forte,

Teorema 3.5. Seja f : X — R uma funcdo com X C R e seja a € R um ponto de acumulagcao
de X. Sejam Sy, Ss, - , S, subconjuntos de X tais que

e tais que a seja ponto de acumulacdo de S;, para todo i = 1,2,--- ,n. Se para um certo
L € R os limites em a de f|s, existem e sdo iguais a L paratodoi =1,2,---  n, entdo o limite

de f em a existe e é igual a L.
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Demostracdo. Dado € > 0, se 9; existe em virtude do fato que

lin (fls)(x) = L,
entdo § = min{d;.d, - - - , J, } nos mostra que lim f(z) = L. |
T—a

3.1.5 Teorema do confronto

Apresentaremos e provaremos o conhecido e importante teorema do Célculo que € o cha-
mado Teorema do Confronto (ou Teorema do Sanduiche), mas antes precisamos estabelecer

alguns resultados.

Teorema 3.6. Sejam f e g funcdes tais que lim f(z) = L e lim g(x) = M. Se L < M entdo
r—a T—a
existe 0 > 0 tal que f(x) < g(x) sempre que 0 < |x — a| < 4.

Corolario 3.1. Sejam lim f(z) = L e limg(z) = M. Se f(z) < g(z) para todo x exceto
T—a Tr—a

possivelmente em a entdo L < M.

Teorema 3.7 (Teorema do confronto). Sejam f, g e h fungées e suponha f(x) < h(z) < g(x),

quando x estd proximo de a, exceto possivelmente no préprio a. Se

lim f(z) = limg(x) = L

Tr—a Tr—a
entdo,
lim h(x) = L.

r—a

Demostracdo. Para todo € > 0 dado existem 9, e o ambos positivos tais que,

|f(z) = L| <e sempreque 0 < |x—al<d

e
lg(x) — L| < e sempreque 0 < |z —al<dy
isto €,
L—e< f(zr)<L+e sempreque 0<|z—al<d
e

L—e<g(x)<L+e sempreque 0 < |z—al<ds.

Tome § = min{d;, d2}, com isto ambas as desigualdades anteriores sdo satisfeitas sempre que
0 < |x—a|l < 0. E,destaforma, L —e < f(z) < h(z) < g(x) < L+ ¢ ouseja, L —e <
h(xz) < L + €. Logo il_I)Ié h(z) = L. |

Em grande parte dos casos em que necessitamos utilizar o Teorema 3.7, o nosso problema
se concentra em encontrar as fungdes f(x) e g(x) que tornem a desigualdade do teorema ver-

dadeira. O seguinte problema ilustra como devemos proceder
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Problema Resolvido 3.6. Determine o limite da fungdo f(x) = x*sen x, quando x tende a

zZero.

Resoluciao:

Ora sabemos que a fungdo seno € limitada e
—1<senz <1

para todo z real. Por outro lado a fungio g(z) = 2% € sempre ndo negativa, sendo assim néo ha

problema em multiplicar a desigualdade anterior por g(x), sendo assim obtemos
—z? < x2sen x < i
Note que lim —2% = lim 2% = 0 e, portanto, pelo Teorema 3.7 segue que lim z° sen = = 0, isto
z—0 z—0 z—0
é, lim f(z) =0.
z—0
Este resultado pode ser enxergado claramente no seguinte grafico

Figura 10 — Exemplo para o teorema do confronto
y

onde as curvas em azul sdo as pardbolas y = —2? e y = 22, e a curva em vermelho é a nossa

2sen x, nota-se que o comportamento de tais funcdes se torna idéntico quando

fungdo f(z) =z
estamos suficientemente préximos do zero. [
Além desse relevante resultado, o teorema do confronto nos fornece um corolério de grande

utilidade que envolve fungdes limitadas. Mas, para apresenta-lo precisamos antes do seguinte:

Teorema 3.8. Seja f : X — R uma funcdo com X C R, e seja a € R um ponto de acumulacdo

de X. Temos que lim f(z) = 0 se, e somente se, lim |f(x)| = 0.
Tr—a T—a

Demostragdo. De acordo com a defini¢do, lim f(z) = 0 equivale dizer que para todo € > 0,
T—a

existe 0 > 0 tal que paratodo z € X:
O0<|z—al<d=|f(z)—0| <e.

Novamente, de acordo com a defini¢do, lim | f(z)| = 0 € o mesmo que para todo € > 0, existe
T—a

0 > 0 tal que paratodo x € X:

O<|z—al<d=||f(x)] -0 <e
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Obviamente essas duas coisas sdo equivalentes, ja que:

|[f(x) = O] = [[f(z)] - 0].
Antes de passarmos adiante, lembremos da definicao de funcao limitada.

Definicao 3.10 (Funcdo limitada). Dizemos que uma funcdo f : X — R é limitada superi-
ormente se existe M € R tal que f(x) < M, para todo © € X. Dizemos que f ¢é limitada
inferiormente se existe N € R tal que f(x) > N, para todo x € X. Finalmente, dizemos que

f € limitada se for ao mesmo tempo limitada superiormente e inferiormente.
Agora podemos apresentar o coroldrio mencionado anteriormente.

Corolario 3.2 (do teorema do Confronto). Sejam
f:X—=>Reg: X =R

fungées com X C R e a € R um ponto de acumulagdo de X. Se f é limitada e lim g(x) = 0,

Tr—a

entdo lim f(x)g(x) = 0.
Tr—a

Demostragdo. Seja K > 0 tal que |f(z)| < K, paratodo x € X, esse K existe pelo fato de f

ser limitada. Temos entao
|f(x)g(x)| < Kg(z)|
e portanto

—Klg(x)| < f(2)g(z) < Klg()],

para todo z € X. Como lim g(z) = 0, o Teorema 3.8 nos da:
Tr—a

lim K|g(z)| = 0e lim —K|g(x)| = 0.
r—a

r—a

A conclusdo segue do teorema do confronto. ]

3.1.6 Limites fundamentais

Nesta secdo, estudaremos limites importantes que s@o necessarios no cdlculo de derivadas

de funcdes elementares pela definicdo.
Limite fundamental trigonométrico

Neste momento, iremos fazer uso do Teorema 3.7 combinado com argumentos geométricos
para estudarmos o limite fundamental trigonométrico, o qual relaciona um angulo com o seu

seno nas proximidades de O radianos.
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s o ~ __senx 5 : 5
Proposicao 3.3. O limite da fungdo f(x) = = quando x tende a zero é 1, isto ¢,
. sen x
lim =1.
z—0 I

Demostragdo. Para darmos inicio a demonstracio consideremos a seguinte figura

sen x
x

Figura 11 — Demonstracdo de lim,_.(

T

A circunferéncia representada na Figura 11 possui raio 1. Consequentemente temos 0s
pontos O = (0,0),A = (cosz,sen x), A" = (cosz,0),P = (1,0) e T" = (1,tanz). Sejam
ky a area do tridngulo OA’A, S a drea do setor circular OPA e ks, a area do tridngulo O PT.

Observando a Figura 11 obtemos a desigualdade,
ki < S < ky (3.11)

explicitando as respectivas areas, (3.11) se torna

11
w < 5o < 5 tang (3.12)

ou ainda,

1 sen x
>

> COS . (3.13)
cos T x

Tomando os limites na desigualdade acima quando x — 0 obtemos

sen T

lim > lim > lim cosx (3.14)
z—0 COS T z—0 X z—0
18to €,
. senx
1 < lim <1 (3.15)
z—=0

assim segue do teorema do confronto (Teorema 3.7) que

sen r

lim
z—0 x

como deveriamos demonstrar. |

Limite fundamental exponencial
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Em matemdtica uma sequéncia numérica ¢ uma funcdo a : N — R, que acadan € IN
associa um tnico numero real a(n). Em geral muda-se a notag@o de tal fungdo, a imagem a(n)
do n—é&simo nimero natural chamamos n—ésimo termo da sequéncia e escrevemos a,,, a,, tam-
bém serd chamado termo geral da sequéncia. Uma sequéncia ficard inteiramente determinada

se escrevemos o seu conjunto imagem, da forma,

{ala A2, 5 Qp, """ } - {an}nGJN - {an}n217

quando ndo houver risco de confusdo ainda poderd ser escrito apenas, {a,, }. Dada uma sequén-
cia {a, }n>1, dizemos que ela possui limite ¢ < oo , e escrevemos nlgg() a, = a, se para todo
e > 0, existir uma ordem p € IN, de tal forma que, sempre que n > p tivermos |a,, — a| < €.
Se tal nimero a existe dizemos que a sequéncia € convergente, caso contrario dizemos que a
sequéncia € divergente.

Estas breves consideragdes a respeito de sequéncias serdo suficientes, para que possamos

definir o ndmero e de forma precisa. Dada a sequéncia,

(),

€ possivel provar que ela é convergente, entdo podemos definir

) "
e = lim <1+—)
n— o0 n

neste caso, para que possamos obter aproximagdes para o ndmero e, basta que tomemos um 7
suficientemente grande na sequéncia anteriormente citada. Apesar do limite ndo ser algo trivial,
é possivel provar que e € [2, 3].*

O limite tratado na definicdo do numero e € tratado inicialmente para valores naturais, mas

pode ser estendido para valores reais, onde obtemos,

1 x
e= lim <1 + —)
r—+o00 x

ou ainda,

e:lim(l—kx)%.

z—0

Limite fundamental logaritmico

g

-1
Lema 3.3 (Limite fundamental logaritmico). O limite da fun¢do f(o) = a—, a>0ea#1,
o

quando o — 0 existe, e vale In a, isto é,

g

. a” —
lim —— =Ina.
o—0 o

4 Isto ndo serd demonstrado no momento pois fugiria do objetivo do texto.



58 Capitulo 3. Limite e Continuidade de funcoes

In(A+1
Demostracdo. Basta que facamos A = a” — 1 de onde obtemos o = n(l +1) , ainda quando
na
o — 0 teremos A — 0, e com isto ficamos com
’ a’?—1 , A
o0 o amoIn(A+1)
Ina
=Inaelim ——
A=0 1+ In(A + 1)
limA%O 1
=Ina :
Inlimy_,o(1 + A)>
1
=lna—
Ine
=Ina
e o lema fica assim demonstrado. [ |

3.1.7 Limites infinitos, limites no infinito e assintotas

Nesta secdo vamos estudar a ideia de comportamento final da funcao ou limite no infinito
(do mesmo modo no infinito negativo), também serd estudado a ideia de limite infinito. Neste
caso, podemos dizer que a funcdo se torna tao grande (ou pequena no caso do infinito negativo)
quanto queiramos especialmente quando estamos préximos de um certo nimero.

Para ilustrar essa ideia podemos considerar os graficos da Figura 12.

Figura 12 — Limites infinitos e no infinito
Y Y,

y=f(z)

Qe — = = = = = = == - — = -

(a) Limite no infinito (b) Linite infinito

Observando o grafico (12a) podemos notar que quanto maior € o valor de x mais proximo
do niimero b se torna a imagem f(z), sendo assim podemos dizer que o limite da fungdo f
quando z tende a infinito é b, simbolicamente escrevemos li_r>n f(z) = b. Ja no grafico (12b)
nota-se que quanto mais proximo do niimero a estdo os val%rgg de x maior se torna a imagem
f(z), neste caso dizemos que o limite de f(x) quando x tende a a € infinito, simbolicamente

escrevemos lim f(x) = oo.
T—a
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Apesar das nogdes apresentadas serem bastante intuitivas, € necessdrio a apresentacdo das

defini¢des formais em termos de € e 9. Dessa maneira, temos:

Definicao 3.11 (Limite no infinito). Seja f uma fun¢do definida em uma semi-reta (a,+00),
dizemos que o limite de f(x) quando x tende a infinito é L, simbolicamente

lim f(z)=1L

T—00
se para todo € > 0 dado arbitrariamente, existir N > 0 tal que,
x > N.

f(z) — L| < € sempre que

Analogamente € possivel definir o limite de uma funcdo quando x tende ao infinito negativo

Definicao 3.12. Seja f uma funcdo definida em uma semi-reta (—oo, a), dizemos que o limite

de f(x) quando x tende ao infinito negativo (ou “menos infinito”) é L, simbolicamente

lim f(x)=1L

T——00

se para todo € > 0 dado arbitrariamente, existir N > 0 tal que,

z < —N.

f(z) — L| < € sempre que

Ainda € possivel mostrar que as propriedades operatdrias dos limites ainda continuam va-
lidas para os limites no infinito. Para o célculo de tais limites o seguinte teorema € de grande
utilidade

Teorema 3.9. Se r for um niimero inteiro positivo qualquer temos

Demostracdo. Provaremos o primeiro item, o segundo deve ser verificado pelo leitor interes-
sado.

Para fazermos a demonstrag¢do de (i) devemos exibir N > 0 de tal modo que, para todo

€ > (0 dado arbitrariamente tenhamos, % —0] = # < e sempre que z > V.
1

Entdo para todo € > 0 tome N = —. Dai se x > N temos

€

1
T > =

1sto mostra o resultado. [ |

Deste teorema decorre a seguinte proposi¢ao
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p(x)

Proposicio 3.4. Seja f(x) = ﬁ, onde p e q sdo polindmios com q ndo identicamente nulo.
q(x

As seguintes afirmagoes sdo verdadeiras:

(1) lim f(z) = 400 se, os sinais dos coeficientes dos termos de maior grau farem iguais e
T—r00

dp > 0q;

(17) lim f(x) = —oc se, os sinais dos coeficientes dos termos de maior grau forem diferentes
T—00

e dp > 0q

(77) lim f(x) = 0se, dp < Jg;

T—00

(13) lim f(x) = — se, Op = Oq; onde k e r sdo respectivamente os coeficientes dos termos
T—00 T

de maior grau de p e q.

n m
Demostragdo. Comecemos por definir p(z) = Z kix'e q(z) = Z ;27 , e suponhamos ao
i=0 =0

menos k,, e r,, diferentes de zero. Com isto obtemos dp = n e dg = m. Desta maneira f se

escreve como sendo

Do ki

> g i

kna™ + kp_1z" '+ -+ Kk

T ™ + Ty 2™ L oo 1

kpa™™™ 4+ k1 ka2 e g™

= 3.16
T + T+ T o™ 4 - - + roz™™ (3.16)

fz) =

Agora tomemos o limite quando x tende a infinito na equagao (3.16)

. knwn—m + kn_lxn—l—m + kn_an—Z—m 4+t k’ol’_m
200 T+ T+ T ™2 4 -+ - F rox™™
Agora devemos analisar as trés possibilidades exibidas na proposicao.
(i) se dp > Oq teremos n > m ou sejan — m > 0, com isto temos
knxn—m + kn_lxn—l—m + kn_zxn—Z—m 4+t k’ol’_m 400

lim T 5 = = +00.
T—00 T + T 1™ + Ty ™% 4+ Frgxr™™ Tm,

Supondo £, e r,,, ambos positivos ou ambos negativos. Isto prova a primeira afirmacao.
Em (ii) basta notar que o limite anterior se torna —oc desde que tenhamos os sinais dos
coeficientes opostos, ou seja, k, > 0er,, <Oouk, <0er, > 0.
Para mostrarmos (i7i) notemos que, se dp < dq entdo n < m e consequentemente 17 — m <
0, com isto temos o limite
knx™ ™ 4 k2" b k022 kg™ 0

lim i 5 = — =0.
z—00 Tm + Tm1T "+ Tyox 24 -+ rgr™™ Tm,
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Isto prova a terceira afirmagdo. Por fim, para mostrar (iv) temos que, se dp = Jq entdo,
n = mdai, n — m = 0 e ficamos com o limite
knxn—m + kn,1$n_1_m + kn72xn—2—m 4+t k’ol’_m kn

lim - 5 = —.
T—00 Tm + T 1™+ T ™2 4 -+ - + rogx™™ Tm

Basta que chamemos k,, e 7,,, de k e r respectivamente, e o resultado estd demonstrado.
|
Agora olhemos novamente para a Figura 12a, a reta y = b representada na figura é o que
chamamos de assintota horizontal da funcdo f, podemos definir uma assintota horizontal preci-

samente da seguinte forma

Definicao 3.13 (Assintota horizontal). Dizemos que a reta y = b é uma assintota horizontal de
uma funcdo f se ao menos uma das seguintes afirmacoes é satisfeitas,

1. lim f(x)="0

T—>00
2. lim f(z)=19b
T—r—00
Agora vamos estudar a ideia de limite infinito’. Para uma nogdo intuitiva devemos observar
a Figura 12b, a medida que x se aproxima do nimero a a imagem f(x) se torna extremamente
grande, podemos dizer que f(z) tende a infinito quando z se aproxima de a. Mais precisamente
dado qualquer numero M > 0, deve ser possivel encontrar um intervalo em torno de a de forma

que, se x pertence ao intervalo e x # a entdo, f(z) > M, e isto é o que diz a defini¢do a seguir:

Definicao 3.14 (Limite infinito). Seja f uma funcdo definida em um intervalo contendo o nii-
mero a exceto possivelmente no proprio a. Dizemos que o limite de f(x) quando x se aproxima
de a ¢ infinito, simbolicamente

lim f(x) = 400

r—a
se, dado qualquer niimero M > 0, existir 6 > 0 de tal modo que f(x) > M sempre que
0<|z—al<oé.

Ainda quando uma funcio f se torna tdo pequena quanto se queira préximo de um nu-
mero a dizemos que o limite de f(z) quando z tende a a é —oo (menos infinito), e definimos

precisamente da seguinte forma,

Definicao 3.15. Seja f uma funcdo definida em um intervalo contendo o niimero a exceto pos-
sivelmente no proprio a. Dizemos que o limite de f(x) quando x se aproxima de a é menos
infinito, simbolicamente

lim f(z) = —o0
T—a

se, dado qualquer niimero M > 0, existir 6 > 0 de tal modo que f(x) < —M sempre que
0<|z—al <é.

5

Precisamente tal limite ndo existe pois oo ndo é um nimero real
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Devemos também definir os limites laterais cujo resultado € mais infinito ou menos infinito,

Definicio 3.16. Seja f uma fungdo, diremos que o limite de f(x) quando x se aproxima de a

pela direita é infinito (respectivamente menos infinito), simbolicamente

lim f(x) = oo (TGSp. lim f(r) = —oo)

r>a z>a

se, VM > 0, 36 > 0 de tal modo que
f(x) > M (resp. f(z) < —M) sempre que a < x < a + 0.
De modo anélogo definimos o limite a esquerda

Definicio 3.17. Seja f uma fungdo, diremos que o limite de f(x) quando x se aproxima de a

pela esquerda é infinito (respectivamente menos infinito), simbolicamente

lim f(r) = oo (T@Sp. lim f(r) = —oo)

rz<a z<a

se, VM > 0, 36 > 0 de tal modo que
f(x) > M (resp. f(z) < —M) sempre que a — 6 < z < a.

Diremos que uma funcdo tem limite mais infinito ou menos infinito se os limites laterais fo-
rem respectivamente iguais, a critério de exemplo consideremos a Figura 12b podemos observar
que

lim f(z) = lim f(z) = lim f(z) = oo.

T—ra T—a r—a
x>a z<a

Neste momento, se torna conveniente discutir um conceito importante que € a nocao de
assintota vertical. Para termos uma nog¢ao de tal ente matematico podemos novamente observar
a Figura 12b, devemos notar que a fungdo f nunca toca a reta x = a, neste caso diremos que

x = a € uma assintota vertical da funcdo f, mais precisamente temos:

Definicao 3.18 (Assintota vertical). Dizemos que a reta x = a é uma assintota vertical de uma

fungdo f se ao menos uma das seguintes afirmagoes é satisfeita

1. lim f(x) = oo 3. lim f(z) = —o0
2. lim f(x) = o0 4. lim f(x) = —o0

r—a r—a
x<a rz<a

Os conceitos de assintotas verticais e horizontais sdo de grande utilidade quando necessita-
mos fazer o esboco de um gréfico por exemplo, pois podemos saber o comportamento final da
curva, no caso de uma assintota horizontal, ou como se comporta a curva préximo a um ponto

onde a fungdo nao estd definida.
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3.2 Funcoes continuas

Uma importante classe de funcdes que deve ser estudada sao as fungdes continuas. Intuiti-
vamente podemos imaginar que em uma fun¢ao deste tipo podemos desenhar o seu grafico sem
tirar o 1dpis do papel. Por exemplo, imaginamos o grafico da pardbola y = 22, e percebemos
que nele ndo ha nenhum tipo de ““salto”, notamos que seu trago € continuo em todos os pontos.

Entdo, € possivel identificar facilmente descontinuidades em graficos de fungdes, isto se
tivermos acesso de forma relativamente ficil a estes objetos, a exemplo do grafico ilustrado na
Figura 9 podemos notar um “salto” consideravel no tracado de grafico no ponto de abscissa 1,
e ¢ neste local onde temos a descontinuidade mencionada.

Mas nem sempre € facil obter o grafico de uma funcao, entdo, para que possamos estudar

fungdes continuas temos a defini¢do a seguir que caracteriza tal objeto matematico.

Definicao 3.19 (Continuidade em um ponto). Dizemos que uma fungdo [ é continua em um

ponto x = a se as trés condicoes a seguir forem satisfeitas

1. f(a) existe.

2. lim f(x) existe.

r—a

3. lim f(z) = f(a).

r—a

Uma funcdo é dita continua se for continua em todos os pontos de seu dominio.
Podemos ainda recorrer a formalidade através do € e 9, e obtemos a seguinte caracterizagcao

de funcdo continua, que se torna ttil em algumas demonstracdes

Definicao 3.20. Dizemos que uma fungdo f é continua em x = a se, dado qualquer ¢ > 0 for

possivel encontrar § > 0 de forma que |f(x) — f(a)| < € sempre que |x — a| < 4.
Ainda para a andlise da continuidade de fun¢des devemos observar o teorema abaixo:

Teorema 3.10. Se f e g sdo funcdes continuas em um niimero a entdo as seguintes fungoes sao

continuas em a

~

- (fH9)(x)
2. (f—9)(x)
- (fg)(z)

4. (5) (x);9(x) #0,V e R

W

A demonstracdo deste teorema serd omitida, no entanto, esta € de facil verificacdo, basta
aplicar as propriedades de limites.
Toda funcdo polinomial é continua em qualquer ponto, uma forma imediata de verificar

este fato € fazendo uso da Proposi¢ao 3.2, e de maneira semelhante podemos verificar que toda
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funcdo racional € uma funcao continua em seu dominio. Para ver isto, basta utilizar o teorema

anteriormente enunciado e o fato das funcdes polinomiais serem continuas.

3.2.1 Continuidade da funcao composta e continuidade em um intervalo

Devemos aqui relembrar o conceito de fungdo composta. Se tomarmos g : A — B e
f :Im(g) € B — C duas fungdes, é definido a fun¢do composta f o g : A — C' como sendo
f(g(x)), de forma intuitiva a fun¢do g leva os elementos do conjunto A para o conjunto B, e a
funcdo f leva os elementos de g(A) C B para o conjunto C' enquanto que a fun¢do composta
leva os elementos de A diretamente a C'.

Para estudarmos a continuidade de fun¢des compostas comecemos com o seguinte teorema

acerca de limites de tais funcdes.

Teorema 3.11. Se lim g(z) = b e f € continua em b entdo lim(f o g)(z) = f(b).

T—a Tr—a
Demostragdo. Se lim g(z) = b entdo, para qualquer €; > 0 dado arbitrariamente existe §; > 0
de tal modo que, |gg(E;)a— b| < €1 sempre que 0 < |z — a| < ;. Se f € continua em b temos que
para qualquer €5 > 0 dado arbitrariamente existe d, > 0 de tal modo que |f(y) — f(b)| < €2
sempre que |y — b| < dy. Ponha y = g(z), como ¢; € arbitrdrio tomemos ¢; = J, e obtemos a

seguinte implicacao
0<|z—al<é =|gx)—bl<e == |f(g(x)) — f)] < e

Fazendo 0 = d; e € = €, podemos dizer que para todo € > ( dado arbitrariamente existe 9 > 0

de tal forma que |f(g(z)) — f(b)| < e sempre que 0 < |z —a| < d ou seja lim(fog)(z) = f(b).
T—ra

|

O teorema a seguir diz respeito a composi¢do de fungdes continuas,

Teorema 3.12. Se g é uma fungdo continua em a e [ é uma func¢do continua em g(a) entdo fog

é continua em q.

Demostracdo. Se g é continua em a, temos que lim g(x) = g(a), f é continua em g(a) assim
do teorema anterior segue que lim(f o g)(x) = f?;ga)) = (fog)(a), ouseja f o g é continua
em a. o |

Se temos, por exemplo, uma fungdo g : A — B com ¢ continua em A, isto €, g é continua
em todo ponto de A, e uma segunda fun¢éo f : B — C com f continua em g(A). Podemos
olhar para a restricio f = f ‘g( Ay f é uma funcio continua, e desta forma a funcio f o g é
continua em A. Em sintese, podemos dizer que em casos convenientes teremos a composi¢cao
de fung¢des continuas ainda sendo uma funcao continua.

Por viérias vezes estamos trabalhando com funcdes que nao estido definidas em toda a reta,
ou que estamos interessados apenas em estudar o comportamento de uma funcao restrita a um
intervalo. E a partir destas necessidades que surge o conceito de continuidade em um intervalo,

tal conceito permite a apresentacdo de alguns resultados bastante interessantes a exemplo do
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teorema do valor intermedidrio e teorema do valor médio, teoremas estes que serdo apresentados
mais adiante, ambos dependem da ideia de continuidade em um intervalo assim como veremos

a seguir:

Definicao 3.21 (Continuidade em um intervalo aberto). Dizemos que uma fungdo f é continua

em um intervalo I = (a,b), se f for continua em todos os pontos de 1.

Uma observagdo necessdria, € que quando nos referimos a continuidade em um intervalo
aberto como exibe a definicdo anterior ndo nos preocupamos com 0s extremos do intervalo,
isto serd necessario apenas para a continuidade no intervalo fechado, pois neste caso teremos
{a,b} C [a,b]. Para definirmos este caso, necessitamos antes das definicdes de continuidades

laterais a seguir:

Definicao 3.22 (Continuidade a esquerda). Dizemos que uma fungdo f é continua a esquerda
de um niimero a, se lim f(r) = f(a)
r<a
Definicao 3.23 (Continuidade a direita). Dizemos que uma fungdo f é continua a direita de um
niimero a, se lim f(z) = f(a).
r>a

O leitor mais atento neste caso, pode se questionar se ndo seria necessario explicitar as con-
dicdes 1), 2) e 3) da definicao (3.19) ajustadas para os limites laterais das defini¢des anteriores,
e a resposta € que tais condi¢des servem apenas para facilitar a compreensao da defini¢do. De-

vemos notar que no expressdo “lim f(z) = f(a)” (analogamente em lim f(z) = f(a)), estdo
z<a r>a

implicitas tais condigdes, pois o fato do limite poder assumir o valor f(a) significa que a fungio
estd definida em a e que o limite existe, a condi¢do do limite coincidir com a imagem do ponto
pela funcdo € dbvia.

Agora podemos definir a continuidade em um intervalo fechado

Definicio 3.24. Dizemos que uma funcdo f é continua no intervalo I = [a, ] se, f for continua

em (a,b), a direita de a e a esquerda de .

Um importante teorema o qual exige como condi¢do a continuidade em um intervalo fe-

chado € o seguinte, conhecido como teorema do valor intermedidrio:

Teorema 3.13 (Teorema do valor intermediario). Seja f uma funcdo continua em um intervalo
fechado |a,b], suponha f(a) < f(b) ou f(b) < f(a) entdo, para todo niimero k com, f(a) <
k< f(b)ou f(b) < k < f(a), existe c € (a,b) tal que f(c) = k.

Uma demostracdo deste teorema pode ser feita utilizando-se o teorema dos intervalos en-
caixados®, tal demostracio serd omitida, pois, os conceitos fogem ao escopo deste texto. Para

os leitores mais interessados uma demonstragdo pode ser vista em (LIMA, 2018). No entanto,

6 Ver teorema dos intervalos encaixados em (LIMA, 2018)
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podemos explorar o teorema a partir de uma ideia geométrica do mesmo, para prosseguir con-
sideremos a Figura 13, neste caso supomos sem perca de generalidade, que dada a funcio f
continua em [a, b] temos f(a) < f(b), é possivel observar que dada qualquer reta y = k, com k
entre f(a) e f(b) esta deve interceptar f em ao menos um ponto, isto é, existe ¢ € (a, b) tal que
f(c) = k. Neste caso especifico, ainda devemos notar que f(a) < 0e f(b) > 0, com isto como
0 estd entre f(a) e f(b) entdo existe ¢ € (a, b) de tal modo que f(c) = 0, em outras palavras a
fungdo f possui a0 menos uma raiz no intervalo (a, b).

Figura 13 — Representacdo geométrica do Teorema 3.13
Yy

-- =9
Lo 222
S .
HV

Ainda devemos observar que o teorema trata de uma condicdo de existéncia, por exem-
plo quando temos f(a) negativo e f(b) positivo, assim como é exibido na Figura 13, o teorema
afirma que a fung¢@o possui uma raiz no intervalo (a, b), no entanto ele ndo exibe nenhuma forma
de encontrar tal raiz. Todavia com um conhecimento bésico de alguma linguagem de progra-
macao e um bom entendimento do teorema € possivel elaborar um algoritmo que aproxime tal
raiz.

Além do teorema do valor intermedidrio, temos um importante teorema a cerca de fungdes
continuas, este € o teorema da conservagdo de sinal, que afirma que se uma funcao é continua

ela ndo pode mudar repentinamente de sinal. O teorema se enuncia da seguinte maneira:

Teorema 3.14 (Teorema da conservacdo de sinal). Seja f : X — R, X C R, uma funcdo
continua. Se f(a) > 0, a € D, entdo existe r > 0 tal que f(x) > 0 para todo x € (a—r,a+r).

Demostracdo. Como f € continua entdo, para todo ¢ > 0 dado arbitrariamente, existe § > 0

de forma que, se x € X entdo |f(z) — f(a)| < € sempre que |z — a] < J. Como e > 0¢é

f(a)

arbitrério, entdo podemos escolher € = =~ > 0, dai existe r > 0 tal que, se z € X temos

|x—a|<r:>|f(x)—f(a)|<@:>O<@<f(a:)<%(a).
Ora, f(z) > 0se |z —a| < r,ouseja, f(z) > 0sex € (a —r,a+r), isto conclui nossa prova.

Observacao 3.8. O Teorema 3.14 pode ser enunciado de forma equivalente se considerarmos

f(a) <O.
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Quando € necessdrio investigar a continuidade de fung¢des, além de conhecer a teoria, €
também de fundamental importancia conhecer algumas fungdes continuas. Baseados nisto,

apresentaremos o seguinte teorema:

Teorema 3.15. As seguintes funcoes sdo continuas em seu dominio:

* Polinémios * Fungoes trigonométricas inversas
» Fungoes racionais
* Funcgoes exponenciais

* Fungoes raizes

* Fungoes trigonométricas » Fungoes logaritmicas

A prova de tal teorema serd omitida.






Problemas sobre Derivadas

Neste capitulo s@o propostos vinte problemas, os quais englobam os contetddos de Derivadas
e seus principais teoremas. As resolu¢des dos problemas se encontram no capitulo 6, mas
pedimos ao leitor que consulte as resolugdes apenas quanto for trabalhado o problema. Para

mais problemas o leitor pode consultar a bibliografia de Calculo referenciada.

4.1 Problemas

1
e CUERSY Utilize a definicdo para calcular a derivada de fungdo f(z) =

Vor+1

Problema 4.2 Jygritpas definicao de derivada para determinar a equacdo da reta tangente a

curva y = 2% — 1, que seja perpendicular aretay = 1 — .

e ICHEREY Se f for uma fungio diferencidvel e g(z) = 2 f(), use a definicio de derivada
para mostrar que ¢'(z) = = f'(z) + f(x).(STEWART, 2016).

Problema 4.4 Suponha que f seja uma fungdo que satisfaga a equacio

fla+y)=fl@)+ fy) + 2y + 2y
para todos os nimeros reais = e y. Suponha também que

lim f(@)

z—0 X

=1
a) Encontre f(0). b) Encontre f'(0). c¢) Encontre f'(x).

(STEWART, 2016)

A LIENEREY Seja f derivavel em R e seja g(z) = L2, 2 # 0. Suponha z um ponto critico

de g. Prove que xof'(zo) — f(xo) = 0. Prove que a reta tangente ao grafico de f no ponto de

abscissa x passa pela origem.
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U CUEREY Ache as equagdes das retas que passam pelo ponto (2, —3) e sdo tangentes a

pardbola y = 2% + x.

A IEUEREN Prove que |sinb — sinal < |b— af, para todo a, b € R.

Problema 4.8 Calcule, caso exista:

a) lim 2’lnx ;p>0
z—07t

b) lim(1 + sin(2z)) =
z—0

LVEIEESY Um arame de comprimento L deve ser cortado em 2 pedacos, um para formar
um quadrado e outro um tridngulo equildtero. Como se deve cortar o arame para que a soma
das dreas cercadas pelos 2 pedagos seja: (a) maxima?; (b) minima? Mostre que no caso (b) o

lado do quadrado é % da altura do triangulo.

U CUEESY Mostre que f(z) = (1+z)+ éestritamente decrescente para z > 0, e conclua
que (1+7m)° < (1+¢€)".

e CVERISY Esboce o gréfico de f(z) = z2e~*, determinando explicitamente: os in-

tervalos nos quais a fun¢do € crescente ou decrescente, os intervalos nos quais a funcdo tem

concavidade para cima ou para baixo e os limites em 00, caso existam.

Problema 4.12 Encontre, caso existam, os pontos da circunferéncia z2 + y? = 25 em que a

soma das distancias a (—2,0) e (2,0) é minima e os pontos em que a referida soma é maxima.

Problema 4.13 Seja f(z) = z(z+1)

(z—1)(z+2) "

a) Determine o dominio da fungio f.
b) Calcule lim f(x) no infinito e limites laterais nos pontos z = —2, z = 1.
c) Esboce o gréfica dessa funcao.

d) Determine a imagem da funcdo f.

Problema 4.14 Qual € a distancia vertical maxima entre areta y = x + 2 e a pardbola y = 2>
para —1 < x < 27(STEWART, 2016).
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VENEESEY Um modelo usado para a produgdo Y de uma colheita agricola como fungio

do nivel de nitrogénio /N no solo (medido em unidades apropriadas) é

kN
14+ N2

onde k € uma constante positiva. Qual nivel de nitrogénio da melhor producao?

XVEIEESTY Considere um triangulo acutingulo de base 12m e altura 10m e um retingulo

inscrito conforme a figura a seguir. Determine o retingulo de drea maxima.

12 C

SVEIEESY A rota mais rapida Jane estd em um barco a remo a 2 mi da costa e deseja
chegar a uma cidade litoranea que estd a 6 m: em linha reta do ponto (na costa) mais proximo
do barco. Ela rema a 2 mi/h e caminha a 5 mi/h. Onde ela deve aportar para chegar a cidade

no menor tempo possivel ?(THOMAS et al., 2009).

ICHEERNEY Demonstre que, entre todos os retangulos com perimetro de k u.c, o de maior
area € um quadrado.(THOMAS et al., 2009).

e UVCHEEREY Um retangulo tem sua base no eixo z e seus dois vértices superiores na

pardbola y = 12 — 2%, Qual a maior 4rea que esse retAngulo pode ter? Quais sdo suas dimen-
sOes?(THOMAS et al., 2009).

Problema 4.20 JRv¥ planeja fechar um conto do primeiro quadrante com um segmento de
reta de 20 unidades de comprimento, que vai de (a,0) a (0, ). Demonstre que a drea do tridn-

gulo determinado pelo segmento ¢ maxima quando a = b.(THOMAS et al., 2009).






Derivadas e derivacao

Antes de definirmos diretamente a derivada, devemos analisar o problema relacionado a
reta tangente ao grafico de uma funcao, e da fisica, o estudo de velocidade instantanea de uma

particula.

5.1 Interpretacido geométrica

De forma intuitiva, podemos dizer que uma reta tangente a uma curva em um ponto, € uma
reta que possui a propriedade de tocar a curva em apenas um ponto. No entanto esta defini¢dao

podem causar algumas contradi¢des, coincidiremos a Figura 14 abaixo:

Figura 14 — Contradicdes sobre a noc¢ao de reta tangente a uma curva

Y Y
C
r C
r
\ + > ; + + + + > ; + + + + "
(a)r i}ltersepta C' em apenas um ®)r é“tangente a C' mas toca a curva ©r é tangente a C' e esta dos dois
ponto mas nio é tangente em dois pontos lados da curva

A primeira contradicdo que pode existir na ideia de que uma reta tangente toca em apenas
um ponto da curva € representada na Figura 14a, onde podemos notar que a reta r toca em
apenas um ponto da curva C' mas r ndo € tangente a C. Ainda, como € visto na Figura 14b,
podemos ter uma reta r tangente a curva C' em um ponto, com 7 interceptando C' em um segundo
ponto. E um terceiro caso que € visto na Figura 14c, é o caso em que r € tangente a curva C' em
um ponto e pode-se notar que r “fura” a curva C.

Com estas observagdes feitas, podemos utilizar nossos conhecimentos de limite para defi-

nirmos a reta tangente por meio de um processo dinamico.
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De inicio utilizemos a Matematica do ensino médio para determinar o coeficiente angular
de uma reta secante a curva de um grafico.
Considere a curva f e a reta s passando por P = (xq, f(z0)) e @ = (z1, f(x1)). Por

definicdo dizemos que s € reta secante a f. Considere a Figura 15.

Figura 15 — Reta secante

Y

f(1)

f(l’o)

Da geometria analitica, podemos escrever o coeficiente angular da reta secante a curva,
ms = tan o

onde o € o angulo que s faz com a reta y = 0 e tan o € a razdo incremental de f relativa ao
ponto .

Da trigonometria € sabido que a tangente de um angulo o em um tidngulo retangulo, é dado
pelo quociente, cateto oposto sobre cateto adjacente, e escrevemos:
C.0
oA

Sendo assim, de acordo com a Figura 15, podemos calcular o coeficiente angular (m,) da reta

tan o =

secante a curva assim como se segue

me = M (5.1

L1 — Zo
Agora em (5.1) fagamos o ponto () tender ao ponto P, isto é, devemos fazer x; tender a x,

nestas condi¢des obtemos o limite,

i f(x1) — f(xo)

T1—T0 1 — X

(5.2)

se o limite em (5.2) existe, a este chamamos de coeficiente angular da reta tangente a curva f
no ponto P, e denotamos por my, isto €,

lim fx1) — f(z0)

T1—Z0 1 — X

my =
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Desta forma, sempre podemos determinar a reta tangente a uma curva passando por um ponto
P da mesma, basta que tomemos um segundo ponto () genérico que pertencga a curva, e entao
fazemos o processo de limite expresso em (5.2), se este existir, ele € o coeficiente angular da
reta procurada e com isto podemos determina-la.

Devemos notar que a utiliza¢do do limite € de fato essencial. Caso fosse utilizado a férmula
do coeficiente angular da reta secante diretamente, esta resultaria em uma indeterminagdo, pois
€ necessario dois pontos para utilizar tal formula.

O que o processo de limite faz, é tornar um segundo ponto escolhido sobre a curva tao
proximo do primeiro, quanto necessdrio. Nestas condi¢des, quando o segundo ponto assume
posicdo de limite com relagdo ao primeiro, entdo a reta que era inicialmente secante torna-se
uma reta tangente.

Ainda podemos na equacgdo (5.2) fazer, h = =1 — xg. Se xr1 — x, entdo h — 0, ainda

x1 = xo + h. E escrevemos o coeficiente angular da reta tangente a curva da seguinte forma:

f(xo+h) = (o)
h

my = lim
h—0

(5.3)

Em resumo, estudar a derivada de uma fun¢do f no ponto z( € equivalente a estudar o

coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f no ponto de abscissa x.

5.2 Interpretacao Fisica

Vamos agora analisar o grifico de uma curva, onde temos o deslocamento em fungdo do

tempo, escrevemos
s = [(t)

Da fisica sabemos, que a velocidade média de uma particula é dada pelo quociente entre a

Figura 16 — Velocidade média

to t t
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variacdo de espaco e a variacdo de tempo, ou seja

_As

V, = —
At

5.4

Observando da Figura 16, calculemos a velocidade média de uma particula que se deslocou da

posicdo f(ty) para a posi¢do f(t1), no intervalo de tempo de t, a t,

f(t1) — f(to)

Vin =
tl—to

(5.5)

Devemos observar que, a equagao que nos dd a velocidade média de uma particula que se moveu
do instante ¢, até o instante ¢, representa também o coeficiente angular da reta secante a curva
passando por (%o, f(t9)) e (t1, f(t1), como representado na Figura 16.

No entanto, nosso objetivo € determinar a velocidade instantanea da particula em um dado
instante, digamos t,. Para isso utilizaremos nossos conhecimentos de limite sobre a equacao

(5.5). Fazendo t; — to, segue que f(t1) se aproxima de f (o). Escrevemos

v = lim f(t1) — f(to)

t1—to t1 — to

(5.6)

ou ainda fazendo, t; — tg = h, se t; — tg, entdo h — 0, ainda t; = ty + h. E desta forma

obtemos

=t 0 1) = f0)

h—0 h 7

Se t; assume posicao de limite sobre ¢, a velocidade média se torna velocidade instantanea, e

a esta chamamos de v;. Vale a pena salientar que a velocidade instantinea em um instante ¢,

Figura 17 — Velocidade instantanea

f(t)

f(to)

é representado graficamente como o coeficiente angular da reta tangente a curva s = f(¢) no

ponto (g, f(to)), como mostra a Figura 17.
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5.3 Definicao formal de derivadas

Finalmente, daremos uma defini¢do precisa de derivada!

Até agora falamos apenas de retas secantes e retas tangentes ao grafico de funcdes. Pode ter
surgido os questionamentos, cadé a derivada? O que € derivada?

Bom, estd na hora de conectarmos tudo o que foi falado até o momento.

Nas secOes anteriores apareceram limites bastante especiais, mais especificamente nas equa-
coes (5.3) e (5.7). Estes limites chamaremos de derivada aplicada a zy (sem perda de generali-

dade)', escrevemos

/ _ f(zo +h) = f(zo)
f'(xg) = lim Y

h—0

(5.8)

e lemos “efe” linha de x.

Devemos observar que o limite expresso em (5.8) é conhecida como quociente de Leibniz.
Uma outra forma de definir a derivada em um ponto € via o quociente de Newton, e isto € feito
da seguinte maneira: dada uma fung@o f a sua derivada em um ponto de abcissas x, € obtida

pelo limite

foy) — tim 1) =)

zZ—rx0 z — ]jo

(5.9

Observe que as duas formas de definir sd3o iguais a menos de uma mudanca de varidvel,

desta forma devemos notar que, dada uma funcdo f devemos ter

f(z) = f(z0) — lim f(@o +h) — f(z0)
z—=xz0 2 — T h—0 h
para verificar isto basta tomar h = z — x.

Retornando a ideia de reta tangente, podemos dizer que o coeficiente angular de uma reta
tangente a uma curva de uma fun¢do em um ponto, € a derivada da funcao no ponto. E a respeito
de conceitos fisicos, se tivermos uma fun¢ao que determina a posi¢ao de uma particula em dado
instante, a derivada desta funcao aplicada no tempo representard sua velocidade instantanea.

Mas a derivada em um ponto trata-se apenas de um nimero. O nosso objetivo € definir, neste
momento, a derivada como uma fung¢do. Sem perda de generalidade tomemos uma fungio f(x)
qualquer. Ja sabemos que a derivada de f em um ponto, é dada pela equacdo (5.8) (ou (5.9) mas
por simplicidade continuemos com apenas um limite), para encontrarmos uma fun¢do derivada
de f devemos aplicar a equacdo (5.8) em todos os elementos do dominio de f (onde o limite
5.8 existir). Assim substituindo xy por x, temos que a derivada de f € a seguinte funcdo

fa) — 1 L) = )

h—0 h

(5.10)

Outras notagdes que representam a derivada da funcao f s@o

D7), L (x)

Utilizaremos zo apenas para generaliza¢do mas, a varidvel depende apenas das grandezas trabalhadas.
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ou para a derivada aplicada em um ponto

a
dx

df

Df(xo), 5—(w0) & ——
Observacao 5.1. Eventualmente é possivel que sejam usadas duas notagées distintas para re-

df

presentar a derivada de uma fun¢do real no corpo do texto, a saber: f' e —. Esse fato ocorrerd
. . iy dx

quando houver necessidade de explicitar a varidvel a qual estamos derivando ou apenas por

uma questdo de uniformidade no texto.

Observacao 5.2. Sendo y uma funcdo de x devemos observar que quando avaliamos sua deri-

dy L . . . .
vada d—, este ente matematico nao deve, znlczalmente, ser visto como um quoczente entre dOlS
i

d
termos. Podemos ainda visualizar o simbolo I como sendo o operador de derivacao.
x

Tendo definido a fungdo derivada, devemos observar que D(f’) < D(f), o caso de igual-
dade ocorre quando 3 f'(z), Vo € D(f), caso contrario D(f") < D(f).Se D(f") = D(f)e f’
é continua entio dizemos que f’ é de classe C*.

Com respeito aos conceitos de fun¢do derivada e continuidade temos o seguinte teorema:
Teorema 5.1. Seja f uma fungdo. Se f derivdvel em um niimero a, entdo f é continua em a.

Demostracdo. Se f é uma funcdo derivavel em a, entdo o limite

, x) — f(a
L @)~ 1@
T—a Tr—a
existe, e suponhamos que seja igual a k € R.
Devemos notar que f estd definida no numero a pois se ndo o fosse, a expressdo da derivada

ndo faria sentido. Observando lim,_,, f(z), temos o seguinte:

lim f(z) = (lim f(2) - f(a)) + f(a)
(2= 0)
= (1 A= S10) i:(a)) lim(z — a) + f(a)
=k-0+ f(a)
= f(a)
com isto mostramos que f € continua em a. |

Devemos observar que a reciproca do teorema anterior ndo € sempre valida, e isto serd

mostrado mais quando falarmos de derivadas laterais.
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5.3.1 Derivadas laterais

Anteriormente falamos que uma fun¢do que possui derivada em todos os pontos de seu
dominio, chama-se derivdvel. Em geral, podemos tomar o dominio da funcdo como sendo um
intervalo aberto, seja ele finito ou infinito, a definicao de fungdo derivada nao se altera dizemos
que a funcdo serd derivdvel no intervalo aberto se possuir derivadas em todos 0s seus pontos.

No entanto, com respeito a um intervalo fechado [a, b], temos o problema dos extremos,

nestas condi¢des torna-se necessario a

Definicao 5.1 (Derivadas laterais). Seja f uma fungdo. Dizemos que f possui derivada lateral
a direita em um ponto a de seu dominio, denotada por f' (a), se o limite

: h) —
fr(a) = iy L0 D=0

h>0

existir. De modo andlogo, dizemos que f possui derivada lateral a esquerda em um ponto a de

seu dominio, denotada por f' (a), se o limite

/ 1
f-la) = lim
h<0

fla+h)— f(a)
h

existir.

Com isto, podemos dizer que uma fungdo f é derivdvel no intervalo fechado [a,b], se é
derivavel em (a,b), a esquerda de a e a direita de b.

Com respeito aos limites laterais devemos observar que a derivada de uma funcao sé existe,
se as derivadas laterais existirem e coincidirem , isto é, f'(x) existe se, e somente se, f’ (z) e
f'(x) existirem e f) (x) = f’ (x), nestas condi¢des f'(x) serd igual as derivadas laterais.

Vamos agora discutir sobre a ndo validade da reciproca do Teorema 5.1. Coincidiremos a
funcdo f(x) = |z|, ou ainda

—x,sex <0

fz) =

z,sex >0

a continuidade de f, como pode-se observar, € obvia. Mostraremos que f ndo € derivavel em
2 = 0. Para fazer isto utilizaremos as derivadas laterais no ponto desejado. Dai, com relacdo a

derivada pela direita temos

ou seja f’ (0) = 1. Com relacdo a derivada lateral a esquerda temos

h—0 h—0
h<0 h>0

isto, ¢ f(0) = 1. Mas devemos notar que f'(0) # f’(0), como as derivadas laterais ndo
coincidem notamos que a funcdo ndo € derivavel no ponto x = 0, assim como queriamos

mostrar.
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Observacao 5.3. Devemos notar que a funcdo f anteriormente definida ndo é derivdvel no
ponto de abscissa 0, no entanto [ é derivdavel em todos os demais pontos do dominio, ou seja,

é derivdavel em R\{0}. f ndo é de classe C* mas, a restri¢cdo f= , éde classe O".
R\{0}

5.4 Regras de derivacao

Anteriormente definimos a derivada de uma funcao via limite, o que na maioria das vezes
¢ complicado de ser calculado. Se quiséssemos por exemplo calcular a derivada da funcdo
f(z) = x, deveriamos calcular o limite,

. fle+h)— f(z) x4+ h—2x
lim _
h—0 h h—0 h

sin (z)

que neste caso € bastante simples. Mas se tivéssemos a fung¢do, g(z) = e , 0 nosso limite

seria,

esin (z+h) __ sin(z)

(&

lim
h—0 h

0 que com certeza ndo € algo trivial.
Neste sentido se torna necessario a utilizacdo de regras de derivacao para facilitar os cdlcu-
los. Algumas das principais regaras de derivagcdo sdo exibidas a seguir,

Sejam f(x) e g(z) fungdes e k uma constante, temos:

1. Derivada da func¢io constante:
[k]'=0

2. Derivada da multiplicacio de uma funcao por uma constante:
[kf(x)] = ELf ()]
3. Derivada da soma algébrica de funcoes:
[f () £ g(2)]" = [f (@) £ [g(z)]

4. Derivada do produto de funcoes:

6. Derivada da poténcia:
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Existem vdrias outras regras de derivacdo para diferentes fungdes, mas estas 6 sdo as mais
elementares. A seguir, faremos a demonstracao das regras de deriva¢do anteriormente apresen-
tadas.

Demostracdo.

1. Dada a funcdo f(x) = k, vamos calcular sua derivada utilizando o quociente de Newton,

fixando x no dominio da funcio f obtemos

W = [f@)] = tim LA ZI@ Rk 0y
zZ—T zZ — X z—r 2 — I z2—r 2 —
ou seja, [k]' = 0.
2. Dada a fung¢@o g(x) = kf(z), calculemos sua derivada,
k@) = lo(a)] = lim 21 2 96)
g ) = k(o)
h—0

e - )

h—0 h ’

ou seja, [k f(x)]" = k[f(z)]".

3. Provaremos a propriedade apenas para o casa da adi¢do de funcdes o caso da diferenca

fica a critério do leitor interessado. Dada a fungdo s(z) = g(x) + f(x), calculemos sua

derivada
[g(x) + f(a:)]’ _ [s(m)]’ _ }llli% 5(37 + h})L — S(SL‘)
iy 0 R) + f (@ h)) — (g(2) + (@)
h—0 h
iy 9@ R) —g(@) + flz+ h) — f(z))
h—0 h
— }1111)% gz + h}z —g(z) +,lli_>r% flz+ hil— f(x))7

ou seja, [g(x) + f ()] = [g(=)]" + [f(«)]".

4. Dada a funcdo s(z) = f(x)g(z), calculemos sua derivada

s(x 4+ h) — s(z)

= lim

iy JE W@+ h) — fz)g(@)
h—0 h

o f@ g+ h) = g(x + h)f(@) + g + h) (@) = f@)g(a)
h—0 h

— lim glx+h)(f(x+h)— f(z))+ f(x)(g(z + h) — g(x))
h—0 h

_ 11mg(x+h) lim f(x+h) f(l’) f(l") lim g(l‘—i-hf)L—g(:L‘)’

h—0 h—0 h h—0
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ou seja, [f(x)g(x)]" = g(2)[f(x)]" + f(z)[g(=)]'".

5. Dada a funcio s(x) = L& E )) com g(z) # 0, calculemos sua derivada
F@V
28] = e
— tim s(x 4+ h) — s(x)
h—0
fla+h) _ f(x)
— i eth)  9(@)
h—0 h
9(@)f(z+h)—f(x)g(z+h)
R o 20
h—0 h
o)t b~ @)yl +h)
h—0 hg(x)g(xz + h)
o 9B — f@)g(e) + f(@)gla) — F@)gl + )
h—0 hg(z)g(x + h)
o SO B) — f(@) — F)gle + h) — g(x)
h—0 hg(x)g(xz + h)
x+h)— f(z h x
g(a:)}g%f( + })l f(z) _f(x)}g%g( + })l 9(x)

ou seja,

6. Seja f(x) = a2, entdo por defini¢do sua derivada é

/ 1 (x+h)n_xn
fla) = Jim ————

Trabalhando algebricamente sobre o limite temos:

, . (z+h) ="
For =

Z " " PRP | —
= lim P=0 P

h—0 h
iy D Qs Qe (i =
= h
o QT Qe (i
h—0 h
R (e ()]
h—0 h

= lim (n) 2V (n> 2" Ph 4+ (n> pnt
h—0o \ 1 2 n
- ()




5.4. Regras de derivacdo 83

ou seja,

) = na!

|
Devemos observar que a regra de derivada de uma poténcia foi demonstrada apenas para
n € IN. No entanto, ela é valida para qualquer n € IR, mas este fato, apesar de ndo ser

demonstrado neste texto, podera ser amplamente utilizado.
Derivadas de funcoes trigonométricas

Com respeito as fungdes trigonométricas, temos as seguintes regras de derivacao:

1. Derivada da funcao seno:

[sin(x)]" = cos(z)
2. Derivada da funcao cosseno:

[cos(z)]" = — sin(z)
As respectivas demonstracodes sdo feitas a seguir,

Demostragdo.

1. Aplicando diretamente a defini¢do de derivada obtemos,

sin(z + h) — sin(z)

sin(2)]' = lim

e usando a identidade trigonométrica

sin(x + h) = sinz cos h + sin h cos x

€ possivel reescrever a equagdo acima como:

sin(x) cos(h) + sin(h) cos(z) — sin(x)

. I
[sin(z)] = lim h
_ sin(z)(cos(h) — 1) + sin(h) cos(z)
= h
. . cos(h) —1 . sin(h)
B )

= sin(x) - 0 4 cos(x) - 1

= cos(z),
ou seja, [sin(x)]" = cos(z).
2. Analogamente, aplicando diretamente a defini¢do de derivada obtemos,

fcos(z)] = }lllg(l) cos(x + h})L — cos(x)
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e usando a identidade trigonométrica

cos(x + h) = cosxcosh — sinxsinh

obtemos:
[cos(z)] = lim cos(z) cos(h) — Sinh(x) sin(h) — cos(x)
= lim cos(x)(cos(h) — 1) — sin(x) sin(h)
h—0 h
= COS(.Z‘) ;ILIE)% M _ Sil’l(l‘) }lefé Slnh(h)
= cos(z) - 0 —sin(z) - 1
= —sin(z),
ou seja, [cos(x)] = — sin(z).

Como consequéncia das regras da derivada do seno e da derivada do cosseno, obtemos as

regras das demais func¢des trigonométricas:
1. Derivada da func¢ao tangente:

[tan(z)]" = sec?(x)

2. Derivada da funcio cotangente:

[cot(z)]" = — csc?(x)

3. Derivada da funcio secante:

[sec(x)]" = sec(x) tan(x)

4. Derivada da funcio cossecante:

[esc(x)]” = — cse(z) cot(x)

Demostracdo.  Nao € dificil verificar as regras acima, basta combinar a regras de derivacao

usual com as derivadas do seno e cosseno. De fato,
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1. Sabemos que tan(z) = 22;((?) Sendo assim, para derivarmos a tangente, aplicaremos a

regra do quociente, desta forma temos,

ftan(z)] = {sin(x) }'

cos(x)
cos(z) [sin(x)]" — sin(z) [cos(z)]’
cos?(x)
cos?(x) + sin’(z)
cos?(x)
1
cos?(x)

= sec?(z),
ou seja, [tan(z)] = sec?(x).

2. Podemos escrever cot(x) = tanlw, com isto apliquemos a regra de deriva¢ao do quociente

para obter a derivada, temos,

ot =[]

tan(
—sec?(z)
tan?(z)

cos?(x)

T sin®(z) cos?(x)

= —csc?(x),

ou seja, [cot(x)] = — esc?(x).

3. Por definigdo sabemos que sec(r) = ——, a partir disto podemos calcular a derivada

cos(x)

ec(e) = [

cos(x)
— [cos(z)]’
cos?(x)

(
 sin(z)

 cos?(z)

= sec(x) tan(x),

ou seja, [sec(z)] = sec(x) tan(z).
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4. Por defini¢do sabemos que csc(x) = ——, daf podemos calcular a derivada

sin(z)’

esc(o) = [ =]

sin(x)
_ —[sin(@)]

sin?(x)

(
— cos(z)
sin?(x)
= —csc(x) cot(x),
ou seja, [sec(x)] = — csc(x) cot ().

Derivadas de funcoes exponenciais e logaritmicas

Ap6s demostrado as regras de derivacdo para funcdes trigonométricas, devemos comentar
a respeito das derivadas das funcdes exponenciais e logaritmicas. Comecando inicialmente a
trabalhar com a fun¢do exponencial natural, a saber, y = e”, onde e € conhecido como niimero

de Euler. Desta forma, temos a regra derivac@o para a func¢do exponencial, f(z) = e®.

Proposicao 5.1. A derivada da funcdo exponencial é a propria exponencial, isto é,

L e = e
— "] =¢€”.
dx
Demostracdo. Dada a fungdo f(x) = e”, apliquemos a defini¢do de derivada, donde devemos
obter,
e —1
! — xT 1
fi(o) = e Jin
do Lema 3.3 segue que
h
6 J—
f'(x) = €” lim =e"lne =¢”
h—0
assim como deveriamos mostrar. |

Neste momento trataremos da derivada das fun¢des logaritmicas, mais especificamente, da
funcdo logaritmica natural. Para isto temos a seguinte proposicao:
. : 1
Proposicio 5.2. A derivada da fungdo f(x) =1Inz é, f'(z) = —.
x
Demostragdo.  Seja f(xr) = Inz, para obtermos a derivada de f apliquemos diretamente a
defini¢do de derivada,

In(z + h) — In(z)

/ 1
fi(w) = lim
==

= lim In (1 + ﬁ
h—0

B\ 7
= In lim <1 + —)
h—0 X

8
N~
- S
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h 1
fazendo — = ¢, obtemos 7 = i além disso quando h — 0 temos ¢ — 0, dai
x x

f'(z) =1Inlim (1 + t)%

t—0

—In <1im(1+t)%)

t—0

8=

1
t

1
= —Inlim (1 +1¢)
€T t—0

1
= —lne

z
1
T
assim como deveriamos demonstrar. ]

Observacao 5.4. Devemos observar que nas Proposicoes 5.1 e 5.2, ndo abordamos a fungdo

exponencial de uma base a € R \{1} qualquer, ou também a fungdo logaritmica da mesma

_ In=z ~
e log,r = %, e entdo, com

respeito ao log, v jd temos ferramentas para fazer tal derivada. Em relagdo a a*, adiante

forma. Isto ocorre pois sempre podemos escrever a* = e*n®

veremos um teorema que permitird obter sua derivada, mas a saber, esta serd I [a®] = a” Ina.
x

5.5 Regra da cadeia

Na sec¢@o anterior apresentamos varias regras de derivac¢do, no entanto, ndo consideramos
o caso de derivacdo de fungdes compostas. Nesta secdo, serd apresentado o teorema que nos
mostra como derivar fungdes compostas. Mas antes disto, vejamos um exemplo em que surge a

necessidade de uma forma para se derivar a composicao de funcdes.

Problema Resolvido 5.1. Determine a derivada da fungdo f(x) = (x + a)?, onde a é uma

constante.

Resolucio.

Devemos observar que a fun¢@o assim como se encontra ndo se encaixa em nenhuma das
regras de derivacdo conhecidas até o momento. Entdo, usando produto notavel, podemos rees-
crever f obtendo

f(z) = 2* 4 3ax® + 3a’x + a®

e agora podemos derivar, de onde obtemos
f'(z) = 32° + 6ax + 3a* = 3(2* + 2az + a®) = 3(z + a)?
O

Observaciio 5.5. E importante observar que no exemplo anterior ndo foi dificil expandir a
nossa fungdo, mas se tivéssemos por exemplo a fungao f(z) = (x + a)'°, deveriamos fazer uso

do binomio de Newton e as contas se tornariam mais complicadas.
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Mas podemos notar que, se definirmos v = x + a, f deverd ser escrita como sendo f(u) =

ul®, que na realidade é uma fun¢do composta, uma vez que u depende de x.

Vamos enunciar o teorema conhecido como regra da cadeia, que nos ensina como derivar a

composi¢do de fungdes.

Teorema 5.2 (Regra da cadeia). Se a funcdo g é derivdvel em x e a funcdo f é derivdvel em

g(x), entdo a fungdo composta, f o g, serd derivdvel em x e

(f o g)'(x) = f(g(x))g(x)

Demostracdo.  Sejam, f e g fungdes, xo um ponto qualquer do dominio da g onde estd é

derivavel. Tomemos ty = g(xg) e sejat = g(x). Definimos a fungdo

f) = flo) o,
h(t) = T ) se tF

0, se t=1

h estd bem definida, visto que f’(¢() existe. De fato, por hipétese, f é derivavel em g(z), em

particular, f € derivdvel em g(x), ou seja,

f(g(x0)) = f'(to)

existe e, portanto, h estd bem definida.

Além disso, h é continua em t,, uma vez que h(ty) = 0. Com efeito,

lim A(t) = lim 20 = /()

t—to t—to t— 1ty

- f/(t()) = 07

a ultima igualdade segue do fato de que f € derivdvel em t, e, portanto, thr? h(t) = h(to).
—to

Sempre que t # ¢, temos a igualdade,

f(t) = f(to) = (h(t) + f'(to))(t — to)

note que se ¢ = ¢, a igualdade ainda serd vdlida. Substituindo ¢ = g(x) e to = g(xo) na equagdo

anterior, obtemos

flg(x)) = f(g(x0)) = [h(g(x)) + f'(g(x0))][g(x) — g(x0)]

dividindo ambos os lados da equagdo por x — x( temos

(fog)(ﬂf) — (fog)(xo) _ [h(g(l’)) + f/(g($0))]g($) - 9(370)

r — g r — Xy

tomando em ambos os lados o limite quando z — x obtemos,

(f 0 9)'(w0) = f'(9(x0))g'(x0)
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como x € qualquer o teorema fica demonstrado. |

Devido as posi¢des que f e g ocupam na expressdo (f o g)(z) = f (g(x)) podemos ver
uma funcdo composta como sendo uma funcdo externa aplicada em uma segunda fungao que
podemos chamar de fungdo interna. E, por sua vez, a regra da cadeia diz que a derivada da
composi¢do serd a derivada da funcdo externa aplicada na interna multiplicado por a derivada
da funcdo interna.

Fazendo uso da regra da cadeia podemos reescrever as regras de derivacdo da secio anterior,
assim como se segue.

Seja u = u(x) uma fungdo, por meio da regra da cadeia podemos escrever

L [f(u)] = f(u 6. [cot(u)] = — csc?(u)u’
2. [u" = nu" 7. [sec(u)] = sec(u) tan(u)u’
3. [sin(u)]" = cos(u)u/ 8. [csc(w)] = — esc(u) cot(u)u’
4. [cos(u)]’ = —sin(u)u’ 9. [e"] = e
, o
5. [tan(u)]" = sec?(u)u’ 10. [Inu] = "
Agora é possivel demonstrar que [a*]' = a® In a. Com efeito, podemos escrever a® = e*,

fazendo v = x In a obtemos a” = e*, derivando ambos os lados da expressao obtemos

/
[a”] = e"u' = e"™"Ina = a” Ina.

5.5.1 Derivacao implicita

Em matemadtica estamos constantemente nos referindo as fungdes, em especial em Calculo,
onde as estudamos como objeto central. No entanto, sempre nos deparamos com certas equa-
¢des que nao sdo fungdes, mas estas podem definir fun¢des. Um exemplo bastante simples que
pode ser observado € a equacio de uma circunferéncia de raio r centrada na origem de um plano
coordenado zy,

2?4 y? =2

esta equacao claramente ndo ¢ uma fungao, mas define implicitamente as funcdes
filz) =Vri =22 e folz) = —Vr?—a?

cujos os graficos representam respectivamente a metade superior e inferior da circunferéncia
definida pela equagdo 2% + y? = r? .

Mas geralmente podemos considerar a equagio F'(x,y) = 0, se F' define implicitamente
uma fungdo sobre algum subconjunto de R, entdo F'(x, f(x)) = 0 é uma identidade sobre o

subconjunto, o grafico de f é uma por¢do do gréfico da equagdo F'(z,y) = 0. Dizemos que F
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define explicitamente y em fun¢do de = se podemos escrever y = f(x), o que nem sempre é

possivel, por isto a necessidade do processo de derivacao implicita.

No processo de derivagdo implicita devemos derivar ambos os lados de uma equagdo F'(x,y) =
0 supondo y uma funcao diferencidvel da varidvel x, e entdo devemos isolar o termo g—fc = f'(x)

desejado.

Observacao 5.6. Quando estivermos trabalhando com derivagcdo implicita, é necessdrio supor-
mos y uma fungdo derivdvel de x. Neste caso, devemos tomar um cuidado a mais, pois se temos
durante o processo de derivacdo algo do tipo [g(y)|" onde g é uma funcdo diferencidvel, ndo
podemos escrever simplesmente [g(y)] = ¢'(y), uma vez que consideremos y uma funcdo dife-

rencidvel de x devemos utilizar a regra da cadeia para escrever corretamente [g(y)]' = ¢'(y)v/.

Para que possamos fixar as ideias aqui expostas consideremos o seguinte problema resol-

vido,

Problema Resolvido 5.2. Seja c : y*+x? = 1 a circunferéncia unitdria centrada na origem do

plano coordenado xy. Determine a equacdo da reta que tangencia c, no primeiro quadrante,

1

no ponto de abscissa x = 3.

Resolucao.

27 2
Supondo y = f(z) uma fun¢@o diferencidvel de x podemos determinar " aplicando o processo

Seja P o ponto de abscissa x = % sobre ¢, € claro que P tem coordenadas P = (1 ﬁ)

de derivagdo implicita assim como se segue,

!/

[y + 2% = 0= [y +[x2}’:o:»2yy’+2x=0:>y/:—§

Sabemos que o coeficiente angular da reta tangente é dado pela derivada no ponto, com isto o

coeficiente angular da reta procurada é

3z 2

Graficamente obtemos
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Y,
1__
l 0 l
1\ 0 1 t
1

5.5.2 Derivadas de ordem superior

As derivadas de ordem superior consistem apenas em derivar as derivadas da fun¢do. Mas
precisamente, se temos uma fungdo f : X — R, x C R, se f € derivavel, ou seja f é de classe
O, entdo temos a funcdo derivada f’ : X — R. Se f’ ainda for uma funcdo derivédvel, entdo
dizemos que f € de classe C? e e escrevemos a derivada segunda de f como sendo a fungio
f": X — R. Mas geralmente se f é derivdvel k vezes, entdo dizemos que f é de classe C*, e

a k—ésima derivada de f é denotada por, f*) : X — R. Sendo y = f(z), uma outra notagio
ke

d
para a k—ésima derivada de f é f¥)(z) = Wf(x)
T

Observacao 5.7. Seja f : X — R uma fungdo. Se f ndo for derivdavel em X, isto é, f derivdvel
apenas em S C X ainda podemos olhar para as derivadas superiores nas restri¢cées do dominio
de f, isto é, embora que a funcdo ' : X — R ndo esteja definida pois f ndo é derivdvel em
X\ S, ainda podemos trabalhar com a derivada f' : S — R. Uma funcdo serd de classe C* se

o dominio da k—ésima derivada for igual ao dominio da funcdo original.
Para fixarmos ideias consideremos os seguintes problemas resolvidos:

Problema Resolvido 5.3. Determine a terceira derivada da funcdo f(x) = ax® + bz + ¢, onde
a,b,ceR.

Resolucio.

Ora utilizando as regras de derivac@o e observando que a, b e ¢ sdo constantes obtemos,

fl(x) =2ax +0b, f'(z) =[f'(2)] =2ae f"(z) = [f"(z)] =0
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Notemos que a terceira derivada da funcdo dada pelo problema é a fun¢do constante zero.
E fécil observar que qualquer fungdo polinomial de grau n terd a derivada de de ordem n + 1
igual a zero. Mas isto ndo se estende a todas as funcdes, assim como podemos ver no seguinte

problema resolvido:
Problema Resolvido 5.4. Determine a derivada segunda da fungdo f(x) = ke®.

Resolucao.
Nio é dificil ver que usando as regras de derivagdo que a derivada procurada é f”(x) = ke”.
Em particular, para as fung¢des do tipo f(x) = ke®, a derivada de qualquer ordem sera ela

mesma, uma vez que f ¢ um multiplo constante da exponencial. U

5.6 A derivada como taxa de variacao

Se = e y denotam quantidades, ou grandezas, associadas de forma que y tenha uma depen-

déncia funcional de z, de forma que podemos escrever

y = f(x)

onde y € inteiramente determinada como fun¢do de x. Se x sofre uma perturbagdo Ax se

tornando = + Ax entdo y sofre uma perturbagdo associada e expressa por
Ay = flz + Az) = f(z).

Se estamos interessados na taxa de varia¢ao de y com relagdo a x, devemos olhar para o quoci-

ente
Ay _ fla+Ar) — f(x)

Ax Az
Suponha, por exemplo, que x seja o raio de um circulo e y seja sua drea e, além disso, = e y

estejam relacionados através da expressao
y = T’

Entdo, a taxa de variacdo da drea com relag@o ao raio se escreve como sendo

Ay 27(r + Ar)? — 7a®
Az Az

ou seja,
Ay  2mxAz+ 7w(Az)?

Ax Ax
notamos que nossa expressao nao fica tdo interessante, pois dependemos agora da perturbacao

Ax. Algo que podemos fazer para melhorar este estudo é considerar apenas perturbagdes muito

pequenas de z, ou seja, devemos olhar para o limite

i 2
Aggo Ax
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fica claro que o limite anterior trata-se da derivada de y com relacdo a z, ou seja,

Ay _ dy
Ar—0 Az dx

Entdo, se temos y = f(z) define-se a taxa de variagdo instantdnea de y com rela¢do a x como
sendo o valor de f'(x).

Retornando ao nosso exemplo, quando temos y = 72, expressando a drea 3y de um circulo
de raio x, podemos escrever que a varia¢ao instantanea da drea com relag@o ao raio € precisa-
mente 27x.

Neste contexto, surge o que chamamos de taxa relacionada. Tomando o mesmo exemplo
anterior, supomos que x = x(t) represente o raio do circulo em fungio do tempo (¢). Se = esta
variando a pm/s, podemos determinar a que velocidade varia a drea y quando o raio vale g m.

Basta notar que

uma vez que estamos observando quando x = ¢m e a varia¢do de x no tempo é pm/s, entdo a
variagdo de y €

d
% = 21pgm?/s.

Este exemplo ilustra a importancia do estudo de taxas de variagao em aplica¢des do Calculo.
Pois sempre que estamos estudando fendmenos da vida real temos quantidades de interesse

associadas, por exemplo

* em Fisica, podemos estudar o sistema que consiste de uma particula em movimento.
Nesse caso, quantidades de interesse sao o tempo, a posi¢ao, a velocidade, a aceleragio,

o momento linear, a energia cinética a e a energia potencial.

* Em Economia, o sistema sendo estudado pode ser um Pais e quantidades de interesse sdo

o produto interno bruto, a taxa de inflacao, a taxa de juros bésica e a taxa de desemprego.

* Em Epidemiologia, o sistema sendo estudado pode ser uma populacao afligida por uma
epidemia e quantidades de interesse sdo o tempo, o nimero de infectados, o nimero de

suscetiveis e o nimero de recuperados.’

Em grande parte dos fendmenos que desejamos estudar, 0 nosso objetivo € observar sua evo-
lucao no tempo. Por exemplo, a velocidade de um moével, sua aceleragdo, a taxa de contagio de

uma doenca, etc. Nestes casos, temos a seguinte estratégia para o estudo de taxas relacionadas

2 Estes apontamentos foram adaptados das notas de aulas de Tausk (2020)
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Estratégias para a resolucao de problemas de taxas relacionadas

Embora essas estratégias estejam em forma de roteiro, ndo € necessario que este seja seguido
detalhadamente, o importante € ter as ideias bem fixadas.

5.7 Derivacao e os extremos de uma funcao

Nesta sec@o serdo apresentados e discutidos os principais resultados que tratam sobre o0s
extremos de fun¢des. De inicio segue

Defini¢do 5.2. Seja ¢ um niimero no dominio X de uma fungdo f. Entdo f(c) é o
* valor mdximo absoluto de f em X se f(c) > f(x) para todo x em X.
* valor minimo absoluto de f em X se f(c) < f(x) para todo x em X.

Na defini¢@o anterior, o nimero ¢ é chamado respectivamente de ponto de maximo ou mi-
nimo absoluto. E sempre interessante saber se uma fun¢do admite maximo ou minimo. O
resultado a seguir garante a existéncia de mdximos e minimos de uma funcao cujo dominio é

um intervalo fechado.

Teorema 5.3 (Teorema do valor extremo). Seja f : [a,b] — R uma fun¢do continua sobre
[a,b]. Entdo existe xo,xy tais que, f(xg) < f(z) < f(x1), para todo x € |a,b|. Em outras

palavras | assume mdximo e minimo absoluto em |a, b|.

3 Adaptado do livro de (THOMAS et al., 2009)
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A demonstracdo deste teorema serd omitida, pois exige resultados que fogem do escopo
deste texto. No entanto, podemos observar que a hipétese de que o dominio de f no Teorema
5.3 ser um intervalo fechado € essencial. Por exemplo, podemos considerar as fungdes f :
[a,b] = R, quelevazemzeg: (a,b) — R que também leva z em z. E ficil observar que
f tem maximo e minimo bem definidos, a saber f(b) e f(a) respectivamente, e g, por ter um
dominio aberto, ndo assume maximo € nem minimo.

Além de extremos absolutos, podemos ter extremos locais em uma fun¢do. Entao temos a

seguinte defini¢ao:

Definicao 5.3. Sejam f uma fungdo e ¢ € D(f). Dizemos que o niimero f(c) é
* valor mdximo local de f se f(c) > f(x) quando x estd proximo de c.
* valor minimo local de f se f(c) < f(x) quando x estd préximo de c.
Consideremos a seguinte definicao

Definicao 5.4 (Ponto critico). Um ponto critico de uma funcdo f é um niimero ¢ no dominio de

f tal que ou f'(c) = 0 ou f'(c) ndo existe.

O seguinte teorema apresenta critérios para determinar se um ndmero ¢ no dominio de uma

funcdo € ponto de méximo ou minimo

Teorema 5.4 (Fermat). Se f tiver um mdximo ou minimo local em c e se f'(c) existir, entdo
f'(e) =0.

Demostracdo. Suponhamos, para fixar ideias que f assume mdximo local em x = c (a prova
¢ andloga quando f assume minimo local). Como f assume maximo local em =z = c, existe

d > 0tal que f(z) — f(c) < 0, sempre que |z — ¢| < §. Existem duas possibilidades para

z. Se z > ¢ temos que £ )_C() < 0,esex < ctemos 10/ ) (C) > 0. Se f'(c) existe, entdo
fr(c) = f'(c) = f(c). Dai temos
N L R (DN (O (I
hee T —C e x—c
ouseja0 < f'(¢) <0, entdo segue que f'(c) = 0 como querfamos demonstrar. [

O Teorema 5.4 afirma simplesmente que ¢ € um ponto extremo de uma funcdo f, entdo o

grafico de f possui tangente horizontal neste ponto.

Observacao 5.8. Se f possui mdximo ou minimo em um niimero c, entdo c é niimero critico de

f.

Com estes teoremas e defini¢des ja enunciados, somos capazes de determinar os maximos
e os minimos de uma funcdo em um intervalo fechado. Basta que avaliemos a funcdo nos
extremos do intervalo e em seus nimeros criticos, em seguida o menor destes nimeros serd o

minimo absoluto no intervalo e o maior deles serd o maximo absoluto no intervalo.
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Dando continuidade aos nossos estudos, temos um dos mais importantes teoremas do Cal-

culo diferencial de uma varidvel que é:

Teorema 5.5 (Teorema de Rolle). Seja f : [a,b] — R uma funcdo. f continua em |a,b,
derivdvel em (a,b) e f(a) = f(b). Entdo existe c € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Demostracdo.  Para provarmos o Teorema de Rolle devemos analisar trés casos. Primeiro
devemos analisar o caso em que f é constante em (a,b), este caso € trivial uma vez que a
derivada de f serd zero para qualquer nimero em (a, b). Se tivermos f(x) > f(a) para algum
x € (a,b), segue do Teorema 5.3 que f assume méaximo em [a,b]. Como f(a) = f(b) segue
que existe ¢ € (a, b) com ¢ sendo o maximo de f, dai segue do Teorema 5.4 que f’(c) = 0. Por
fim, se f(x) < f(a) para algum x € (a,b), segue do Teorema 5.3 que f assume minimo em
la,b]. Como f(a) = f(b) segue que existe d € (a,b) com d sendo o minimo de f, daf segue do
Teorema 5.4 que f'(d) = 0, o que conclui nossa prova. |

Como consequéncia deste teorema temos o seguinte

Teorema 5.6 (Teorema do valor médio). Seja f : [a,b] — R uma fungdo. [ continua em [a, b

e derivdvel em (a,b). Entdo existe ¢ € (a,b) tal que

fla) = f(b) = f'(c)(b - a).

Demostragdo.  Seja f : [a,b] — R uma fun¢do continua em [a, b] e derivdvel em (a,b).

Considere a funcao

h: [a,b] — R
v e fl@) = (F) + L (@ — b))

Devemos notar que h satisfaz as condi¢des do Teorema 5.5, pois h é continua em [a, b] e de-
rivavel em (a,b), em virtude de que f satisfaz tais condi¢des. Além disso é facil ver que
f(a) = f(b) = 0. Assim, aplicando o Teorema 5.5, sabemos que existe ¢ € (a,b) tal que

R'(c) = 0, ou seja

com isto concluimos que
fla) = f(b) = f'(e)(b—a)
0 que conclui nossa prova. |
Podemos interpretar o Teorema do Valor Médio do ponto de vista fisico, ou seja, se s = f(t)
descreve a posi¢do de uma particula em fungio do tempo, a derivada f(¢) descreve a velocidade

instantanea da particula em um certo instante ¢. Se a particula se move durante um intervalo
_ ft)—f(to)

t1—to
possivel afirmar que em algum instante a velocidade média € igual a velocidade instantanea, o

de tempo |tg,%1|, a velocidade média da particula serad v,, . Nestas condic¢oes é
05
que é bem razodvel de se pensar.
Ainda, como consequéncia do Teorema do Valor Médio, temos dois coroldrios que serdo de

grande importincia para o cdlculo de diferencial.
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Corolario 5.1. Se f'(z) = 0 para todo x em um intervalo (a,b), entdo f é constante em (a,b).

Demostragdo.  Consideremos =7 < x5 € (a,b) dois nimeros quaisquer em (a,b). Como
f é derivavel em (a,b), f serd derivavel em (z1,z5) e continua em [z, 2], nestas condi¢des

[ iz, satisfaz as condigdes do Teorema 5.6, com isto, existe ¢ € (1, 2) tal que

f(x2) = f(z1) = f'(e) (w1 — 22)

uma vez que ¢ € (z1,z3) C (a,b), temos que f'(c) = 0, donde segue

f(z1) = f(z2)

uma vez que x1, rs € (a,b) foram escolhidos arbitrariamente concluimos que f é constante em
(a,b). |

Corolario 5.2. Se f'(x) = ¢'(x) para todo x em um intervalo (a,b), entdo f — g é constante

em (a,b).

Demostragdo. Seja F(x) = f(x) — g(x), dai F'(z) = f'(z) — ¢'(x) = 0, segue o coroldrio
anterior que F' é constante em (a, b). |
Agora vamos estudar a relacdo entre o comportamento dos grificos de fungdes e suas deri-

vadas.

5.7.1 Funcoes crescentes e decrescentes e o teste da primeira derivada

Iniciamos relembrando as definicdes de fun¢do crescente e funcdo decrescente.

Definicao 5.5 (Funcdo crescente). Uma funcdo [ definida em um intervalo ndo degenerado

serd crescente se
f(wo) < f(21)

sempre que xo < X1, COm g, X1 niumeros quaisquer do intervalo.
0 05

Definicao 5.6 (Funcao decrescente). Uma funcdo f definida em um intervalo ndo degenerado

serd decrescente se
f(x1) < f(xo)

sempre que xy < Ty, COM Tq, x1 nimeros quaisquer do intervalo.

O seguinte teorema nos mostra como encontrar os intervalos de crescimento e decresci-

mento de uma funcao através de sua derivada
Teorema 5.7. Seja f : [a,b] — R uma fungdo, f continua em |a, b] e derivdvel em (a,b). Entdo
(i) Se f'(x) > 0 paratodo x € (a,b), entdo f € crescente em [a, D]

(i7) Se f'(x) < 0 para todo x € (a,b), entdo f é decrescente em [a, b]
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Demostra¢do.  Provaremos o item (i), a prova do item (ii) é andloga. Tomemos 7y < 1 €
(a,b). Como f é derivdvel em (a, b) temos que f serd continua em [z, 1] C (a, b) e derivavel
em (z9,71) C (a,b), ou seja f|i, 4, satisfaz as condi¢des do Teorema 5.6. Com isto existe

¢ € (g, 1) de tal forma que

f@1) = fzo) = f'(c) (21 — o)

Por hipétese f'(c) > 0 e como escolhemos g < x; segue que x1; — xo > 0, com isto temos que
f(z1) — f(xo) > 0, ou seja, mostramos que f(xy) < f(z1) sempre que zy < x1, COMO T € Ty
foram escolhidos arbitrariamente o teorema esta demonstrado. |

Se sabemos onde uma funcao cresce e onde uma funcao decresce, entdo podemos determinar
seus extremos locais. A ideia essencial € que, se uma funcdo é crescente a esquerda de um
numero c e decrescente a direita, é conveniente imaginar que c¢ seja um ponto de maximo.
Reciprocamente, se uma funcao é decrescente a esquerda de um nimero c e crescente a direita
deste mesmo, entdo € conveniente que ¢ seja um ponto de minimo da funcdo. E isto é o que

explica precisamente o seguinte teorema:

Teorema 5.8 (Teste da primeira derivada). Seja f uma funcdo continua em um intervalo (a,b)
contendo o niimero c e suponha que f' exista para todos os pontos de (a, b) exceto possivelmente

emc:.

(i) Se f'(x) > 0 paratodos os valores de x em algum intervalo (d,c) C (a,b), e se f'(xz) <0
para todos os valores de x em algum intervalo (c,e) C (a,b), entdo f terd um valor

mdximo local em c

(17) Se f'(x) < 0 para todos os valores de x em algum intervalo (d, c) C (a,b), ese f'(x) >0
para todos os valores de x em algum intervalo (c,e) C (a,b), entdo f terd um valor

minimo local em c.

Demostragdo. Provaremos o item (i), a prova do item (ii) se faz de forma andloga. Primeiro
se f'(x) > 0 paratodo x € (d, c) segue do Teorema 5.7 que f é crescente em (d, ¢), desta forma
qualquer que seja zy € (d,c) temos f(zg) < f(c). Se f'(x) < 0 paratodo x € (c,e) segue
do Teorema 5.7 que f é decrescente em (¢, e), desta forma qualquer que seja x1 € (¢, e) temos
f(z1) < f(c). Ouseja f(c) > f(x) paratodo x € (d,c) U (c, e), isto &, por definigao f(c) é um
maximo local, isto conclui nossa prova. |

Devemos observar que mesmo que c¢ seja um nimero critico no dominio de uma funcio f,
pode ocorrer que ¢ ndo seja maximo e nem minimo, para que isto ocorra basta que a derivada

nao mude de sinal em uma vizinhanga de c.

A seguir trabalharemos o conceito de concavidade do grifico de uma funcao.
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5.7.2 Concavidades e o teste da segunda derivada

A ideia de concavidade de uma fun¢do é de grande importancia, pois possuem resultados
que nos ajudam a determinar extremos de uma func¢do, e além disso nos mostra como varia a

funcido derivada.

Definicao 5.7 (Concavidade para cima e para baixo). Sejam I um intervalo ndo degenerado e

f I — R uma funcdo derivdavel em 1.
1. O grdfico de f(x) é dito concavo para cima em I se [’ é uma fungdo crescente em 1.
2. O grdfico de f(x) é dito concavo para baixo em [ se f' é uma fungdo decrescente em 1.

E importante sabermos determinar os intervalos onde o grafico de uma func¢do é concavo
para baixo, e os intervalos onde o grafico € concavo para cima. E isto é o que apresenta o

seguinte teorema

Teorema 5.9 (Teste de concavidade). Sejam [ um intervalo ndo degenerado e f : I — R uma

fungdo de classe C*.

1. Se f"(x) > 0 para todo x € I, entdo o grdfico de f(x) é concavo para cima em 1.

2. Se f"(z) < 0 para todo x € I, entdo o grdfico de f(x) é concavo para baixo em I.
Demostracdo. A prova € imediata a partir do Teorema 5.7. ]

Definicao 5.8 (Ponto de inflexdo). Um ponto P sobre o grdfico de uma fungdo f, é chamado

ponto de inflexdo, se o grdfico de [ admite reta tangente em P, e muda de concavidade em P
O seguinte teorema nos mostra que ¢ facil identificar um candidato a ponto de inflexao

Teorema 5.10. Se a fungdo f for derivdvel em algum intervalo aberto contendo c e se, (c, f(c))

for um ponto de inflexdo do grdfico de f, entdo, se f"(c) existe, f"(c) = 0.

Demostracdo.  Seja g uma fungéo tal que g(z) = f'(z), desta forma ¢'(x) = f”(x). Se
(¢, f(¢)) é um ponto de inflexdo de f, entdo f” = ¢’ muda de sinal em c. Entdo segue do
Teorema 5.8 que ¢’ assume extremo em c. Portanto, do Teorema 5.4 obtemos ¢'(c) = f”(c¢) = 0,
0 que conclui nossa prova. |

Devemos observar que a reciproca do teorema anterior nao € necessariamente verdadeira,
isto é, podemos exibir uma fun¢@o f tal que, existe um nimero ¢ em seu dominio com f”(c) =
0, mas ¢ ndo € ponto de inflexdo. O que o teorema afirma precisamente, € que todo ponto de
inflexdo € um ponto de méximo da primeira derivada, com isto a segunda derivada no ponto
serd zero.

A segunda derivada também nos ajuda a determinar extremos locais de uma funcdo. O

seguinte teorema nos mostra como proceder
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Teorema 5.11 (Teste da derivada segunda). Seja ¢ um niimero critico de uma fungdo f, no
qual f'(c) = 0 e suponha que f' exista para todos os valores de x em algum intervalo aberto

contendo c, e além disso [" é continua em um intervalo aberto que contem c. Se [”(c) existe e
(1) se f"(c) < 0, entdo f tem valor mdximo local em c.
(i7) se f"(c) > 0, entdo f tem minimo local em c.

Demostragdo.  Faremos a demostragdo do item (i), a prova do item (i) se faz de forma
andloga. Por hipétese f” é continua em uma vizinhanga de ¢, desta forma, uma vez que f”(c) <
0 segue do Teorema 3.14 que existe 6 > 0 de forma que f”(x) < 0 paratodo z € I; =
(¢ —d,c+ ). Se f"(x) < 0 para todo = € I segue do Teorema 5.7 que f’ é decrescente em
I, com efeito o grafico de f € concavo para baixo em /5. Afirmamos que, se o grafico de f é
concavo para baixo em I e existe ¢ € I que é tal que f'(c¢) = 0 entéo ¢ é ponto de maximo
de f em I;. De fato, como f’ é decrescente em /s, entdo serd também decrescente em (d, ¢)
eem (c,e),c—0 < d < c < e < c+ 9, com efeito se vy € (d,c) temos f'(c) < f'(xo)
ese, 1 € (c,e) temos f'(c¢) > f'(x1). Como por hipétese f'(c) = 0 temos a desigualdade
f'(xo) > 0> f'(z1), segue do Teorema 5.8 que ¢ é ponto de maximo local de f. Isto conclui
nossa prova. u

Todos os resultados apresentados dessa secao serdo de grande importancia para o estudo dos
chamados problemas de otimizagdo. Para ilustrar como devemos proceder em tais problemas,

consideramos o seguinte problema resolvido:

Problema Resolvido 5.5. Seja ABC'D um quadrado de drea unitdria, sdo tomados dois pon-
tos P € AB e Q € AD, tais que |AP| + |AQ| = |AD|. Calcule o maior valor para a drea
do tridngulo APQ). Como seria tratado esse problema, se fosse pedido para calcular a menor

drea?

Resolucao.
Sejam z = AP e y = AQ. Sabendo que a drea do triangulo AP( é a semisoma da bese e

autura. Podemos escrever a fungao de duas variaveis,

Alwy) = = (5.11)
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Além disso, temos que x + y = 1 assim y = 1 — z. Com esta informacdo escrevemos 5.11 em

fun¢do de x da seguinte maneira:

z-(1—ux)
A = — 2
(x) :
1 1
Az) = 3% 5:52 (5.12)
Ainda A'(z) = § — . Fazendo A'(z) = 0 para investigarmos pontos critico da curva, temos
1
5 —r = 0
1
= = 5.13
v = (5.13)

Como A(x) é uma pardbola com concavidade voltada para baixo podemos afirmar que x = % é

ponto de maximo. Assim a drea maxima do tidngulo AP(Q serd A (%) = % u.a.

Se estivéssemos buscando a drea minima tratariamos do seguinte limite

Apin = lim A(z) (5.14)
z—0
embora que intuitivamente e analiticamente o resultado seja 0. UJ

5.8 A regra de L’Hoptal para limites indeterminados

0
0
quais sdo contornadas, na maioria dos casos, por meio de manipulac¢des algébricas. O teorema

Muitas vezes no célculo de limites aparecem formas indeterminadas do tipo, 5 ou %, as
que serd enunciado nesta secdo mostra essencialmente que, sob certas condi¢des, o limite de um
quociente de funcdes serd igual ao limite do quociente das derivadas. Mas antes de enunciar o
teorema vejamos o seguinte exemplo, que trata-se de uma versiao mais simples do teorema que
serd enunciado a diante.

Consideremos f e g duas func¢des derivdveis em um certo ndimero a, com ¢'(a) # 0 e

f(a) = g(a) = 0, é facil notar que o limite

f@) o f@/ e )

M gle) T g@) /(@ —a) e g a)

Esta seria a prova imediata da versdo mais simples do Teorema de L'Ho6ptal, que pode ser

enunciada da seguinte maneira:

Teorema 5.12 (L"Hoptal-versdo simples). Sejam f e g funcdes derivdveis em um certo niimero
acom f(a) =g(a) =0eg'(a) # 0. Entdo

(=)

lim —~% = lim f,(:v)
Tr—a g(ﬂ'}) r—a g (x)

Muitos problemas podem ser resolvidos com a versdo anterior do teorema. No entanto, é

mais importante a versdo mais completa
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Teorema 5.13 (L’Hoptal). Suponha que f e g sejam derivdveis e ¢g'(x) # 0 em um intervalo
aberto I que contém a (exceto possivelmente em a). Suponha que

lim f(z) =0 e limg(z)=0

T—ra r—a

ou

lim f(z) = +o0 e limg(z) =+o00

Tr—a Tr—a
Entdo ,
lim _f(a) = lim —f (a)

T—a g(gj)  ioa g’(x)

se o limite do lado direito existir (ou for igual a 0o ou —0).

Observacao 5.9. O teorema anterior também serd vdlido para limites laterais ou os limites no

infinito.

Esta versao do teorema € um pouco mais complicada de ser demonstrada, a saber, necessita
de um resultado conhecido como Teorema do Valor Médio de Cauchy. Uma demostracdo do
teorema do valor médio de Cauchy e da versdo anterior do teorema (Regra de L’Hoptal), pode
ser vista em Stewart (2016)*.

O teorema que leva o nome de Regra de L’Hoptal, foi apresentado pela primeira vez em um
texto publicado pelo marqués de L’Hoptal em 1696°, embora que o teorema leve o nome do
marqués, este foi descoberto por Johann Bernoulli em 1694.

Para fixarmos ideias consideremos os seguintes problemas resolvidos:

Problema Resolvido 5.6. Calcule lin% S L
T—r X

Resolucao.

Devemos notar que o limite satisfaz as condi¢des da Regra de L’Hoptal, desta forma temos

sinx

lim =limcosx =1
z—0 g x—0

g

Observacao 5.10. O limite anterior jd havia sido definido por meio do Teorema 3.7, é possivel
observar que obtemos o mesmo resultado (o que ndo poderia ser diferente),

Problema Resolvido 5.7. Calcule lim sin(3z) cot(5x)

z—0

Resolucao.
Devemos observar que podemos utilizar a definicdo de cotangente pra escrever o limite em

termos de seno e cosseno, ou seja:

4
5

Mais especificamente nas paginas 40 e 41 do apéndice
A saber o nome do texto é Analyse des infinement petits
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glcii% sin(3z) cot(bx) = 91615)% sin(Sx)%

e entdo podemos reorganizar o limite assim como se segue,

in(3
lim sin(3z) cot(5x) = lim cos(bz) lim M
20 20 z—0 sin(5x)

0

Note que na segunda parte do produto obtemos uma indeterminagdo da forma §, e entdo apli-

camos a regra de L"Hdptal para obter o resultado,

; 3 3
lim sin(3z) cot(5x) = im cos(bx) lim 3 cos(3z)
70 20 20 5 cos(Hx)
_3
5

O

Observacao 5.11. Devemos notar que em alguns casos devemos manipular o limite a ser calcu-
lado. Com tais manipulagoes é possivel calcular o limite de produtos indeterminados (+o00 - 0)

e diferencas indeterminadas (0o — 00).






Resolucoes comentadas dos problemas

Neste capitulo trazemos solucdes comentadas para os problemas propostos nos Capitulos 2
e 4. Acreditamos que elas podem ser de grande ajuda aos estudantes. Tais solu¢cdes podem ter
dois usos distintos. Primeiro o estudante pode sentir dificuldades em solucionar os problemas,
entdo através dos comentérios, € a propria solucdo, este estudante pode encontrar um norte.
Segundo, o estudante que conseguir solucionar os problemas, podera comparar as suas solugdes

com as nossas para um maior desenvolvimento.

6.1 Problemas sobre limites e continuidade

Problema 2.1
Objetivos do problema:

* Trabalhar o conceito de limite lateral.
* Trabalhar equagdes da circunferéncia.
* Trabalhar a obten¢do de equacdes de uma reta sob circunstancias nao favoraveis.

Conceitos abordados: O problema aborda como conceito principal, olhando do ponto de vista
do Cilculo, o célculo de limite , mas precisamente o dos limites laterais. No entanto no de-
correr da resolucdo do problema € possivel enxergar a necessidade de de utilizar manipulagcdes
algébricas interessantes para tal cdlculo. Além de conhecer o célculo de limites, o estudante
que deseja solucionar tal problema deve ter também um bom conhecimento das equagdes da
circunferéncia, da reta e saber resolver sistemas nao lineares.

Resolucido do problema: Inicialmente devemos olhar para as equagdes das circunferéncias

dadas. Para (| temos
(z—1)2+y* =1

e para C devemos ter
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onde devemos escolher um r > (. Devemos agora determinar a equacdo da reta que passa
pelos pontos P e (), como jd temos as coordenadas de P definidas, a saber P = (0, ), devemos
encontrar as coordenadas de (). De forma trivial devemos observar que as coordenadas do ponto

(2 € uma das solu¢des do sistema nao linear

(x =1 +y* =1

(6.1)
22 4+ y? = 12
Solucionando o sistema (6.1) temos,
P -2r+1+y*=1 r="
:> 4r2 4
£E2—|—y2:7“2 y:j: 7‘2—7’

como @, por hipétese, trata-se da intersecc¢ao superior das circunferéncias, temos suas coorde-

r2 \Ar?2 — 4
Q=5 —
2 2

Para determinar a equagao da reta que passa pelos pontos P e (), devemos determinar o co-

nadas,

eficiente angular de tal reta. Como a reta é claramente decrescente temos o coeficiente angular,

<7‘——'4T;_r4) 4dr2 —rt —2r
m=———="— =

r2

2

desta forma obtemos a equagdo da reta que passa pelos pontos P e (),

VBT = o
Y = 3 T+

r

Estamos agora interessados no ponto R = (zg,0), onde xp € a raiz da reta que passa pelos
pontos P e (). Fazendo y = 0 na equacdo de tal reta obtemos,

3
4r? —rd —2r

para sabermos o que ocorre com o ponto R, quando r — 07, basta que olhemos para o limite

3
. —r
lim

r—0t \/4r2 —rd — 2

reorganizando obtemos
—r? —r?(V4 —12+2)
lim ——— = 1i = lim v4—r2+2=4.
7‘1>I(I)1+ V4 —1r2—2 rl}(l)l+ 4—1r2 -4 Ti?* T

Com isto, concluimos que a medida que contraimos a circunferéncia C5, devemos ter o

ponto R tendendo para o ponto (4, 0).
Comentarios: Apesar de a grande maioria dos conceitos utilizados para a solu¢éo do problema

serem elementares, o mesmo torna-se complicado, pois tais conceitos devem ser aplicados com
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uma certa precisdo. A respeito do célculo do limite propriamente dito, observa-se que em geral
quando nos deparamos com radicais, se torna necessdrio a utilizacdo de produtos notdveis para
simplificar as expressoes. E isto, para uma grande parte dos estudantes iniciantes de Cdlculo é

um pouco distante.

Problema 2.2
Objetivos do problema:

* Trabalhar o célculo de limites através da mudancga de varidveis.
* Trabalhar o cdlculo de limites envolvendo radicais.
* Trabalhar a fatoracdo, utilizacdo de produtos notaveis.

Conceitos abordados: O principal conceito abordado, a principio, é a mudanga de varidveis
para o calculo de limites. Para isto deve-se observar os dominios das funcdes e suas respectivas
restri¢des. Um outro conceito abordado € a fatoragao de expressoes algébricas, tal contetido €
apresentado ao estudante geralmente no oitavo ano do ensino fundamental, no entanto, nao é
fora do comum estudantes do nivel superior ndo os dominarem.

Resolucao do problema: Para resolver este problema, devemos trabalhar com mudanca de

varidveis. Inicialmente devemos fazer x = t, como  — 1 podemos escolher x > 1 e entdo

) . -1
teremos ¢ = \/E além disso quando x — 1 temos ¢ — 1 e entdo o limite hnri v
T— €T —

se torna

V-1
lim —

t—1 t—1

Facamos agora uma segunda mudanga de varidvel. Tome h = t — 1, com isto teremos

3
2 -1
t =h+1,equando ¢t — 1 temos que h — 0, e entdo o limite 11H% ~—1 se torna,
. _
(h+1)2—-1
lim (h+1)
h—0 h

Trabalhado sobre o ultimo limite temos,

S/ (h+1)2—1 V(h+1)2 -1 (/(h+1)2)?*+ /(h+1)2+1

A A ) (D)4 ST+ 1
T e e
- I T AT
‘%th:;mﬂ
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3
. . r—1 2
Por fim concluimos que lim \/_— = —.
z—1 xr—1 3

Comentarios: Deve-se observar que a solugio de problemas desta natureza exige do estudante,
uma certa visao além do alcance. Além do fato de que, a solucao apresentada utilizar duas mu-
dancas de varidveis, devemos notar que nao é comum observar o ente algébrico {/(h + 1)2, ou
semelhantes, como um unico elemento para entdo utilizar a fatoracao que solucione o problema.

Deve-se lembrar também que o método de solucdo apresentado ndo € tinico, poderiamos

fazer uso do teorema de L’Hoptal, que inclusive facilitaria o problema.

Problema 2.3
Objetivos do problema:

e Trabalhar o calculo de limites.
e Exercitar a criatividade.
» Exercitar manipulagdes algébricas.

Conceitos abordados: Neste problema o principal conceito trabalhado € o cdlculo de limites
que necessitam de manipulagdes algébricas. Além disso existe o conceito de derivada implicito
no problema.

Resoluciio do problema: Seja f(z) = v/ax + b. Suponha que f(0) = 2, desta forma devemos

V b—2
obter v/b = 2, ou seja, temos b = 4. Agora devemos fazer uso da hipdtese, lim var+b—=2 =

x—0 x
1, substituindo b por 4 obtemos

var +4 — 2 var+4—2 +ar—+4+2

z—0 €T z—0 €T var +44+2

. ar+4—4

= lim
=0 z(vax + 4 + 2)

a

= lim —
e=0\/ax + 4+ 2
a

T4

com isto obtemos a = 4. Por fim solucionamos nosso problema,temos a = b = 4.
Comentarios: Devemos explicar ao leitor de onde surgiu a ideia de definir f(x) = vazr +be

exigir que f(0) assumisse o valor 2. ApSs um longo tempo observando o problema foi possivel

v/ ) —
L, era de certa forma bastante parecido com lim M
T

rT—a r — a
esta ultima expressdo representa a derivada da funcdo f no ponto x = a, representada via o

notar que lim , onde
x—0

quociente de Newton. A partir de entdo a solucdo do problema surge de forma imediata, visto

. Var+b—2 . . \/ax—l—b—\/l_) L.
que hir(l) — pode ser escrita como 113% — 0 exigindo que Vb = 2.

Artificios como o descrito anteriormente, de fato, sdo complicados de serem enxergados, no

entanto por vezes se mostram como a tnica saida para o problema.
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Problema 2.4
Objetivos do problema:

* Trabalhar o cédlculo de limites envolvendo fun¢des modulares.
* Revisar as fun¢des modulares.
* Explorar a teoria de limites.

Conceitos abordados: O principal conceito abordado pelo problema, além do cdlculo de limi-
tes, € o conceito de fungdo modular e fungdo definida por partes. Além disso, deve-se observar
que o estudante deve dominar a teoria dos limites (o trabalho de aproximacdes).
Resolucao do problema: Da forma que se encontra, o limite se mostra muito complexo de ser
calculado, neste sentido, 0 nosso objetivo inicial passa a ser simplificar nossa expressao.
Comecemos por definir f(x) = |2z — 1| e g(z) = |2z + 1|. Agora fagamos f(z) = 0e
g(z) = 0, utilizando a defini¢ao de valor absoluto obtemos facilmente a raiz de f como sendo
r = % e a raiz de g como sendo x = —%. Isto pode ser constatado nos graficos das funcdes f e
¢ na Figura 18.
Vamos agora utilizar a definicio de mdédulo para reescrever as expressdes de f e g, os

calculos serdo omitidos, obtemos as expressoes para f e g,

—2x+1,sex<i
flz) = 2

1
2¢ — 1, ser > 5

—2z—1,sex < —3
g(x) = )
2r+1,sex > —3

. L 2z—1|—[20+1
Agora devemos notar que estamos interessados no limite de wﬁ

quando x — 0,
deste modo podemos tomar f e g ambas restritas ao intervalo (—%, %) Com efeito podemos

calcular o limite com extrema facilidade, assim como se segue,

—2 1—(2 1 —4
lim T (22 + ):hm—x:lim—él:—ll
x—0 x z—0 x—0

20 — 1| — |2 1
2z | — [22 +1] = —4. O que resolve nosso problema.

Portanto temos que, lim
z—0 €T ) .

Comentarios: Devemos observar que em um intervalo conveniente, a fun¢do que deveriamos

analisar o limite, tratava-se de uma constante. No entanto, necessitou-se do conhecimento das

fun¢des modulares para reduzir uma definicdo complicada da fungdo a apenas uma constante.

Apesar do limite se tornar trivial apds as manipulagdes, devemos observar que se o estudante

ndo tiver internalizado, que para o cdlculo de limites, estamos interessados apenas em uma

vizinhanga do ponto, a solucdo de tal problema nio seria possivel.

Problema 2.5

Objetivos do problema:
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Y,

-1 1
21

Figura 18 — Figura para a solucdo do Problema 2.4

i

-1 1

(\)

* Visualizagdo do conceito de limite em situagdes nao aparentes.
* Trabalho com geometria analitica.
* Aplicacdo do conceito de limite.

Conceitos abordados: Os conceitos abordados a partir deste problema sdo precisamente o
estudo dos limites elementares, visto que serd necessario apenas observar o limite sobre uma
funcdo quadrética, além disso, exige um bom conhecimento de geometria analitica mais preci-
samente a habilidade de determinar retas e retas normais.

Resoluciao do problema: Seja zp a abscissa do ponto P, como P estd sobre a pardbola de-
vemos ter P = (xp,2%). Seja M o ponto médio do segmento OP, desta forma temos suas
coordenadas M = (%£, %) Devemos encontrar a equagdo da reta que contem o segmento
OP, a inclinagiio m de tal reta pode ser calculada rapidamente, onde devemos obter m = xp,
com efeito temos a equacdo da reta procurada, r : y = zpr. Agora vamos determinar a equa-

¢do da reta que contem o ponto M e é perpendicular a r. Seja C' = (z,y) um ponto qualquer

_ ( 2x—xp 23/—13?:'
o 2 2

com origem em M . A partir disto, podemos expressar a equacdo da reta procurada via produto

<O?,17> =0 = <(xp,x2p), <2x _wP, 2y—x?g>> =0

2 2

do plano, sempre podemos observar o vetor v = M ), um vetor genérico

interno,

com isto devemos obter

2epr — x5 iy — ot
r P4 rY P —0 = 22pr — 2% +22%y — 25 =0

2 2
= 2%y = —2xpr + 25 + Th
1
= y=—xp" + 5(1 + 2%)
desta maneira obtemos aretas : y = —x 5" + %(1 + x%) perpendicular a r, com efeito s contem

o segmento M (). Agora podemos determinar as coordenadas do ponto (), por hipétese sua
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abscissa ¢ 0, fazendo z = 0 em s obtemos y = 3(1 + z3), assim () fica determinado como
sendo @ = (0, 1(1+ z%)).

Por fim podemos determinar o que ocorre com () quando P — 0 ao longo da parabola

y = 22, basta que olhemos para o limite
1 1

Jim 5 (L4 ap) = 5
Nestas condi¢des podemos afirmar que o ponto () possui uma posicao limite, e esta € o ponto
0.3)
Comentarios: Uma questdo relevante neste problema, € que, quando foi necessario determinar
a equacdo da reta perpendicular ao segmento O P, foi feito uso do conceito de produto interno.
Acredita-se que este método (para quem o conhece) possa causar menos confusdo que o mé-
todo tradicional aprendido no ensino médio, mas exige do estudante conhecimento da dlgebra
vetorial.

Além disso, deve-se observar que a reta r determinada no inicio do problema, nao influi
em sua resolugdo, esta estd servindo apenas como referéncia, e para o leitor que ndo possui
familiaridade com o produto interno, este pode verificar (via conceitos elementares) que de fato
s L.

Problema 2.6
Objetivos do problema:

* Observacdo do comportamento de gréficos.
* Aplicacdo do teorema do valor intermedidrio.

Conceitos abordados: O principal conceito abordado neste problema € o teorema do valor
intermedidrio, outros conhecimento que possam ser utilizados de forma implicita podem ser
observados como pré requisitos essenciais para a compreensao do problema.

Resolucao do problema:

a) Podemos tomar dois caminhos para solucionar este problema. Primeiro tomar a soluc¢ao
trivial, olhamos para a fun¢do identidade f(x) = =z, restrita a [0, 1], obviamente f é
continua em [0, 1], e possui imagem em [0, 1], por fim, todos os pontos do [0, 1] sdo

pontos fixos de f por definigao.

Por outro lado, podemos apelar para uma constru¢do geométrica do problema. Devemos
observar a Figura 19, nesta a fungdo f em vermelho é nossa fungéo continua em [0, 1] e
a funcdo em azul 7 trata-se da funcao identidade, basta observar que nosso ponto fixo é o
nimero ¢ € [0, 1] onde temos f(c) = i(c) = ¢, ou seja, a abscissa do ponto de intersec¢io

da curva vermelha com a curva azul, é nosso ponto fixo.

b) Isto € impossivel, fato este que vai ser constatado pelo préximo item do problema, no

entanto o obstaculo € o fato de que qualquer grafico continuo de uma fungdo definida de
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Y
f (
X
Figura 19 — Figura para a soluc¢io do Problema 2.6
[0,1] em [0, 1], deve intersetar o grfico da func¢do identidade, neste sentido o principal
obstaculo € a continuidade da funcao.
c) Seja f : [0,1] — [0,1] uma fun¢do continua. Afim de que exista um ponto fixo, é

necessario que exista a0 menos um ponto que satisfaca a equacdo f(x) = x, ou seja
x — f(z) = 0. Desta forma para provar que f possui ponto fixo devemos supor que
f(0) # 0e f(1) # 1, pois caso contrdrio ndo haveria o que provar. Com isto defina
o(x) =z — f(x), note que p(0) = —f(0) < 0e (1) =1— f(1) > 0, sendo assim pelo
teorema do valor intermedidrio existe ¢ € (0, 1) tal que ¢(c) = 0, ou seja, ¢ — f(c) =

0 = f(c) = c,istoé, ¢ é ponto fixo da fungdo f.

Comentarios: O principal comentario que pode ser tecido a respeito deste problema € o fato

deste ser um coso particular da versdo unidimensional do teorema do ponto fixo de Brower, as-

sim como € citado em Lima (2018, p.79), que em seu caso mais geral afirma que uma aplicacao

continua sobre a bola unitdria n—dimensional possui pontos fixos. Um outro teorema acerca

de pontos fixos é o teorema do ponto fixo de Banach, cujos os conceitos envolvidos fogem ao

escopo deste texto, no entanto, o leitor interessado pode ver Oliveira (2015).

Problema 2.7

Objetivos do problema:

Trabalhar as propriedades operatdrias dos limites.

Fazer com que o estudante desenvolva saidas criativas para obter o limite procurado.

Conceitos abordados: O principal conceito abordado neste problema deve ser as propriedades

operatoria de limites, a saber, limites da soma e diferenca de fung¢des, além do limite do produto

e quociente. Neste caso, tais propriedades estdo sendo trabalhadas de uma forma genérica.
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Resolucao do problema: Utilizando as hipéteses e as propriedades de limites podemos obser-
var que

lim [f(z) + g(z)] + [f(z) — g(x)] = 3 = lim 2f(x) = 3

T—ra T—ra
3
2

= lim f(z) =

T—ra

analogamente devemos notar que

lim £ () — g(@)] — [f(x) + g()] = —1 = lim —2g(a) = —1

r—a T—ra

1
= lim g(z) = 5

r—ra

3 . )
= T e isto soluciona o

DO | —

. . . 3
Por fim devemos ter lim f(z)g(x) = lim f(z)lim g(z) = = -

T—a z—a z—a 2

problema.

Comentirios: E importante observar que quando aprendemos formas mais avancadas de fazer
o cdlculo de limites, deixamos as propriedades operatdrias de lado. Este problema faz com que
o estudante as utilize, além disso, deve-se ter uma certa visao para encontrar a melhor forma de
determinar os limites. Por exemplo, a solu¢@o apresentada mostra o calculo sendo feito através

de soma e subtracao, no entanto, poderia ser utilizado a expansao através de produtos notaveis.

Problema 2.8
Objetivos do problema:

 Exibir a importancia dos limites laterais .
* Compreender a descri¢ao de um fendmeno por meio de uma equagao.

Conceitos abordados: Neste problema sao abordados unicamente os conceitos que dizem res-
peito aos limites laterais. Embora que tenha sido utilizado a férmula da contracdo de Lorentz
para trazer uma contextualizacao.

Resolucao do problema: A medida que v aumenta, v se aproxima da velocidade da luz e entao
0 quociente Z—; se aproxima de 1, uma vez que isto acontece /1 — Z—; se aproxima de zero, com
isto L torna-se pequeno.

Este fendmeno, descrito anteriormente, € inteiramente descrito pelo limite

U2
v—cT v—cT C

Neste caso se torna necessério estudar o limite quando a velocidade do foguete se aproxima
da velocidade da luz pela esquerda, pois se ndo o fosse, terfamos v? > ¢? e consequentemente
teriamos 1 — Z—j < 0, 0 que ndo poderia ocorre pois ndo existe raiz real de numero negativo.

Comentarios: Deve-se observar que para fazer a resolugcdo do problema nao € exigido que
o estudante faca cdlculos demasiadamente complicados, mas sim que tenha compreendido os

conceitos de limites laterais e suas utilizacdes. Por vezes, problemas que exigem conceitos
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muito bem compreendidos se tornam mais complicados que problemas praticos que exijam

contas mecanicas.

Problema 2.9
Objetivos do problema:

* Trabalhar a defini¢do formal de limite.
 Trabalhar uma aplicacio da defini¢do formal de limite.

Conceitos abordados: Neste problema é abordado unicamente a defini¢do formal de limite,
embora que seja apresentada de uma forma implicita.

Resolucido do problema: Para resolver este problema devemos entender a definicdo formal
de limite. Neste caso queremos determinar um intervalo I = (70 — 4,70 + §),6 > 0 de tal
forma que para todo ¢ € I tenhamos |y — 10| < 0,0005. Ou seja queremos limitar a variagdo
da largura, y da barra. Para isto comecemos investigar nosso delta. Para isto trabalhemos a
condigdo desejada |y — 10| < 0,0005, daf

ly — 10| < 0,0005 = |10 + (¢ — 70) x 10~* — 10| < 5 x 10~*
= [(t—T0)| x 107* <5 x 1074
= [t—70] <5

Com isto determinamos o nosso ¢, basta que tomemos ¢ = 5, e com isto podemos garantir que
para todo t € (65, 75) devemos ter |y — 10| < 0,0005.

Portanto, a variacdo maxima de temperatura com relagdo aos 70°[ originais para que a
barra se mantenha nas especificagdes € de 5° para mais ou para menos.
Comentarios: Com relacio as operacdes matemadticas, este problema nao traz grandes dificul-
dades. O que torna o problema bastante interessante € a forma como € exigido o conhecimento
da defini¢do de limite. Embora que ndo seja falado explicitamente os conceitos das distancias

€, 0 , estes aprecem naturalmente.

Problema 2.10
Objetivos do problema:

* Trabalhar propriedades do célculo de limites.
* Trabalhar a mudanca de varidveis.
* Aplicar o limite fundamental trigonométrico.

Conceitos abordados: O principal conceito abordado neste problema € o limite fundamental
trigonométrico, no entanto, este encontra-se disfagado, necessitando de uma mudanca de varia-
veis. Além disso, o estudante que objetiva resolver tal problema necessita do conhecimento do

teorema do confronto.
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Resolucao do problema: Vamos separar o limite em dua parcelas para que possamos trabalha-

las separadamente, ou seja
(1)

A

~

4a® — 2 in (22— 25)] 4a% — 2
x x+5> sin (z 5) :1iHI(I2—25)COS<x x—l—5>

lim [(:1:2 — 25) cos (

5 x?2 — 25 x—5 5 x2 — 25
i S0 (z? — 25)
=5 r—>5

. 3_ Py .
Com respeito a parte (), sabemos que esta vale zero, uma vez que cos (%), € limitado

e r? — 25 tende a zero quando z tende a 5. E entdo obtemos
(I1)

A

~

43 — 2 + 5) sin (z? — 25)] " sin (x? — 25)
=lim ——
x? — 25 x—5

z—5 r—05
Trabalhando a expressdo (/) notamos que

lim [(mz — 25) cos (

r—5

_sin(2®—25)  sin(x? —25)
L s
)
in (22 — 25)
:lithm(x—l—f))

r—5 {L‘2 — 925 r—b
(i7)
Com uma mudanga de varidvel é facil ver que (¢) vale 1. (i7) trata-se de um limite trivial, e este

vale 10. Com tudo isto obtemos

423 — 2z + 5>
. 2 _ oy e
iliré [(3: 25) cos ( = or
sin (z? — 25) .o 423 —2r +5
P i - 2 cos (M) +
-l S (2?2 — 25)
x—5 x—5
_ g SR (22 — 25)
r—5 xr — 5
2
-2
_ o =)

Comentarios: Este problema a primeira vista é bastante complicado, no entanto, ao fazer uso
das propriedades operatorias de limites, € possivel separar o limite inicial em partes mais sim-
ples. Neste sentido, € possivel observar a utilizacdo de no minimo trés teoremas a cerca dos

limites. Problemas dessa natureza proporcionam aos estudantes, exercitar a criatividade.
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6.2 problemas sobre derivadas

Problema 4.1
Objetivos do problema:

* Trabalhar o célculo de derivadas por definicao.
* Revisar o cdlculo de limites envolvendo radicais.

Conceitos abordados: Do ponto de vista da derivada, o principal conceito abordado neste
problema € a propria definicdo. Além disso, deve-se fazer uso de manipulacdes algébricas

corriqueiras no célculo de limites que envolvem radicais.

Resolucio do problema: Sabemos que f(z + h) = \/ﬁ eque f(z) = \/ﬁﬁ Assim,

1 1
(z+h)+1  V2z+1

F(2) = lim Y2

h—0 h
V2at1—+/2(z+h)+1
. 2(z+h)+1-v/2x+1
:ili%\/( )h
:lm\/2x+1_\/2(x+h)+1-l
h=0 \/2(x+h)+1-\2z+1 h
N2z +1—\2(@+h)+1
2@+ )+ 12t 1
B V2r+1—vV2x+2h+1 V22 +1+V2x+2h+1
_hg%h\/Q(x—l—h)+1-\/2x+1'\/2x+1+\/2x+2h+1
, (2r+1)— 2z +2h+1)
= lim
h=0 hy/2(x +h) +1- 2z +1)+hyV2x+1-(2(z+h) +1)
20+1—-2x—2h —1

T A T T et )+ var T @t k) 1)
=W 2(x+h)+1-(2x+1_)2—f\/m-(2(x+h)—l—1)]
= 2(3:—|—h)+1-(2x+1)——i—2\/m-(2(x+h)+1)
:\/TH-(Q;::+1)_+2\/W-(2$+1)

ST -2<2x +1)]

@_-1(233—1—1)

e+

= ['(z)
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Comentarios: Deve-se observar que, com relacio a definicdo de derivada o problema nio tem
muito segredo. O principal motivo pelo qual € estudado estes problemas de calculo de derivadas

por defini¢ao, é mostrar aos estudantes de onde vem as regras (teoremas) de derivacao.

Problema 4.2
Objetivos do problema:

* Trabalhar a definicdo de derivada.
» Trabalhar o conceito de reta tangente.
* Trabalhar o conceito de retas perpendiculares.

Conceitos abordados: O principal conceito abordado por este problema € a ideia de reta tan-
gente a uma curva, de onde surge naturalmente o conceito de derivada. Além disso, do Ensino
Médio, se faz necessdrio o conceito de retas perpendiculares.

Resolucio do problema: Para encontrarmos a equacdo da reta tangente acurvay = z° — 1,
que seja perpendicular a reta y = 1 — z, primeiro fazemos a derivada da fun¢d@o em um ponto.

Assim:

f'(x1) = lim

h—0

fler+h) = fla)
h

fazendo temos,

(ry+h)>—1— (23 -1

/ 1
flo) = i h
— im (22 + 2z h + h*) (21 +h) — 1 — (23 = 1)
h—0 h
_ 1 o3+ 22h + 2230 + 22 A% + Ry + W3 — 1 — (23 — 1)
= oo h
_ i o3+ 323h + 3z h* + R — 1 — a3 + 1
= a0 h
. 3xth+ 3w 2+ hP
= lim
h—0 h
i h(3z% + 3x1h + h?)
b0 h

= lim 327 + 321h + A*
h—0

_ 9.2
= 3]

Sabemos que f'(x;) = 323 = my, mas por hipétese que a reta tangente é perpendicular a
y = 1 — x sendo assim o coeficiente angular da reta tangente é: m; = 1, para conhecermos por
qual ponto passa tal reta fazemos: f'(z1) = m; = 321 =1 = 2} = § = 21 = :l:\/ig =

T = :E\/Tg
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wl&

Se z1 = ifentaoy—azl—l = y= (i

P:(i? i\/g—l)

Y mls y=8E 1y —

desta forma temos o ponto:

9
Assim temos as retas:
y—1yo = m(z—xy) = y_(%g — 1) =1 (x - \/?g) = y= x—‘?%—‘?—l = y=a—25_1

€

y—1yo =m(zr—1z9) = y—(—‘/?g—1> :x—<—\/?§> = y::c—i—‘/?g—%g—l = y=
$+%§—1.

Portanto, para o ponto Fy = <\/T§7 \/Tg — 1) temos a reta
riy=x— 2\[ — 1, tangente a curva y = x> — 1 e perpendiculararetay = 1 — x

(_i f

e para o ponto P = ) 1) temos a reta

Q*f — 1 tangente a curva y = ° — 1 e perpendicular aretay = 1 — .

S:yYy=x+
Comentarlos. Deve-se observar que para a resolu¢do do problema se fez necessario o co-
nhecimento de conceitos anteriores ao proprio Calculo. Na realidade, esta ¢ uma das maiores

dificuldades de estudantes de Calculo, os conteidos que servem como base para 0 mesmo.

Problema 4.3
Objetivos do problema:

* Trabalhar a definicdo de derivada.
* Fazer uso das propriedades operatérias de limites.
* Trabalhar a abstragdo.

Conceitos abordados: O principal conceito abordado neste problema € o cdlculo de limites.
Mais precisamente, o limite que define a derivada de uma funcao.
Resolucdo do problema: De fato, utilizando a defini¢do de derivada, e a hipétese de que f é

derivavel, obtemos

g/(x) = lim (z+h)f(x . h) —af(x)
i H @) (w4 ) — 2 f()
h—0 h

flz+h) = f(z)
h

=z lim
h—0

= zf'(z) + f(x)

Comentarios: Problemas desta natureza sdo 6timos para incentivar os estudantes a desenvol-
verem sua proprias demonstracdes de proposicdes. O problema abordado propde a demons-

tracdo da regra de derivacdo de um caso particular de produto de funcdes. Problemas desta
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natureza podem contribuir com estudantes que tem dificuldade de memorizar regras de deriva-

¢do.

Problema 4.4
Objetivos do problema:

* Trabalhar a definicdo de derivada.
* Fazer uso das propriedades operatorias de limites.
* Trabalhar a abstragdo.

Conceitos abordados: De forma semelhante ao problema anterior o principal conceito abor-
dado € a defini¢@o de derivada.

Resolucao do problema:

a) Devemos notar que 0 = 0 + 0, dai calculamos

nestas condigdes s6 pode ocorrer f(0) = 0.

b) Olhando a derivada a partir do quociente de Newton obtemos

o) = 1 =T
_gim 1)
z—0
déf 1

isto é f'(0) = 1.

¢) Agora utilizemos a defini¢ao de Leibniz para derivada, dai obtemos

flx+h) = f(x)

f'(x) = lim :
def 1o f(x)+ f(h) + 2*h + zh? — f(z)
h—0 h
—}lliir(l] (M+x2+$h>
= 1+ 22

isto &, f'(z) =1+ 2%
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Comentarios: O problema faz com que o estudante trabalhe com defini¢cdes bastante abstratas,
para que se possa desenvolver a capacidade de enxergar algo além do que é dado no problema,
isto €, problemas desta natureza estimulam a criatividade dos estudantes, pois ndo € explicado

de forma especifica como devem ser utilizadas as hip6teses dadas.

Problema 4.5
Objetivos do problema:

* Trabalhar regras de derivagao.
 Trabalhar os testes da derivada primeira.

Conceitos abordados: Neste problemas é abordado o conceito de derivada de uma fungao,
além disso, deve-se ter em mente os conceitos de ponto critico e a defini¢do de reta tangente ao
gréafico de uma fungao.

Resolucio do problema: Se x é ponto critico de g, entdo ¢'(x() ou ndo existe ou devemos ter
¢'(zo) = 0. Uma vez que f é derivdvel temos,

/
(o) = =16
devemos notar que ¢’ ndo exite para z = 0, mas uma vez que 0 ¢ D(g), por hipétese, z = 0
ndo pode ser ponto critico. Assim sé resta existir zo € D(g) tal que ¢'(zg) = 0, isto é,
xof'(xo) — f(zo) = 0, isto prova a primeira parte.

A reta tangente ao grifico de f no ponto de abscissa x, possui equacao

Y= f’(%)(x —x0) + f(20) = ff/(fo) - (xof/(ffo) — f(x0)) = xf’(xo)

e € claro que tal reta contem a origem, e isto conclui a segunda parte do problema.

Comentarios: Problemas desta natureza podem ser facilmente propostos antes dos problemas
de otimizagdo, visto que este modelo de problema traz o conceito de ponto critico ainda de
forma abstrata. Se o estudante poder se familiarizar com tais problemas, serd muito mais sim-

ples compreender os problemas de otimizagao.
Problema 4.6
Objetivos do problema:
* Trabalhar o conceito de derivada.
* Trabalhar a aplicacdo da derivada para determinar retas tangentes.

Conceitos abordados: Além do conceito de derivada é abordado neste problema o conceito de
reta tangente ao grafico de uma fungdo.

Resolugio do problema: Sejam v = 22 + z a parabola e P = (¢,t? + t) um ponto qualquer
sobre a mesma. A reta que tangencia a pardbola v em P tem equacao

v =) = L (o)~ 1)
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fazendo as substituicdes e operacdes necessdrias obtemos,

d
Y=y =Wt =y—(E+1) =2+ -1
S y=2r -2+ —t+t*+t

=y=2t+ 1zt
agora basta determinar ¢ que satisfaca y(2) = —3. Com efeito obtemos

y(2)=-3= (2t +1)-2—(t)*=-3
= —t*+4t+5=0
=1*— 4t —5=0
= (t—2)*=9
=t =43+2

:>t1:5et2:—1

Desta forma, parat = t; = 5, obtemos y = 11z — 25 e parat =t = —1 seguey = —z — 1.
Portanto as retas procuradas sdory : y = 1lz —25ery 1y = —x — 1.

Comentarios: Este problema ainda é bastante abstrato, visto que ainda nio trabalha situacdes
do cotidiano, ou aplicacdes a vida real. No entanto, se faz necessario que um estudante seja
capaz de compreender os conceitos mateméticos de forma abstrata, para que entdo possa utiliza-

los com eficiéncias em situa¢des mais reais.

Problema 4.7
Objetivos do problema:

* Aplicar o teorema do valor médio.

Conceitos abordados: Os principais conceitos abordados sdo, o conceito de derivada e o teo-
rema do valor médio.
Resoluc¢ao do problema: Faremos a prova utilizando o Teorema do Valor Médio (TVM).

Sejam f(x) = sinz e [a, b] um intervalo ndo degenerado. A fungdo

fl [a,b] (x) =sinzx

satisfaz as condi¢des do TVM, isto €, f|(, 5 € continua em [a, b] e derivavel em (a, b), desta for
a existe ¢ € (a, b), tal que
f(b) = fla) = f'(c)(b - a)
ou seja
sinb — sina = cos¢(b — a)
donde segue

|sinb — sina| = |cosc||b — a|] < |b— al
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uma vez que |cosz| < 1, Vo € R, isto conclui nossa prova.
Comentarios: Este problema ilustra uma das diversas aplicacdes do teorema do valor médio.
O mesmo teorema tem fundamental importancia no cdlculo de primitivas de uma fungdo, o que

¢ também conhecido como integral indefinida.

Problema 4.8
Objetivos do problema:

* Trabalhar o cdlculo de limites.
» Aplicar a regra de L’Hoptal para limites indeterminados.

Conceitos abordados: Neste problema temos dois conceitos principais trabalhados, que sdo o
célculo de limites e a regra de L”Hoptal.

Resolucao do problema:

a) De inicio devemos notar que, quando z — 0T, 2 tende a 0 e In = tende a —oo. Neste caso
nos deparamos com um produto indeterminado, manipulando algebricamente o limite

podemos reescrevé-lo, assim como se segue

l
lim 2P lnz = lim $

z—0t z—0t+ —
xP

neste caso encontramos uma nova indeterminag@o, da forma —*. Neste caso podemos

aplicar a regra de L’Hoptal, dai obtemos

Inz
lim zPlnz = lim ——
r—0t z—0+ =

portanto, lim,_,o+ 2P Inx = 0.

b) Podemos supor que o limite existe. Entdo, seja k = lim,_,o(1 + sin(2z))m=, com isto
podemos calcular
Ink =In (lim(l - sin(2x))$>

z—0
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uma vez que In é uma funcao continua, podemos comutar a funcdo com o limite, donde

obtemos

1 In(1 in(2
Ink = lim In ((1 + sin(2z)) ™7 ) = lim n(1 + sin(2z))

z—0 z—0 sinx
devemos notar que temos uma indeterminacdo da forma %, aplicando a regra de L’ Hoptal
obtemos

2 cos(2x)

1-+sin(2z)

Ink = lim =2

z—0 COSZT

ouseja, Ink =2 = k = 2. Portanto k = lim, (1 + sin(2z))ms = €.

Comentarios: Este problema ilustra o quao complicado podem se tornar o célculo de limite,
mesmo fazendo uso de um teorema tao forte, a regra de L"Hoptal, é possivel enxergar dificul-
dades nas manipulagdes algébricas. Além disso, este problema nos mostra o quao criativo deve

ser um matemadtico para que possa solucionar problemas mais complicados que os de costume.

Problema 4.9
Objetivos do problema:

¢ Trabalhar os conceitos de maximos e minimos.
* Trabalhar a matematiza¢do de um problema.

Conceitos abordados: Neste problema podemos observar conceitos da geometria plana com
respeito a figuras elementares, além disso, se faz necessario o uso dos testes da primeira e
segunda derivada para determinar extremos de uma funcao.

Resolucao do problema: Suponha que facamos um corte no arame, de forma hé obtermos dois
pedacos um de comprimento ¢ e um segundo de comprimento L — ¢. Com o primeiro pedago
(o de comprimento t) fazemos o tridngulo equildtero de lado %, ¢ fécil ver que a altura de tal

triangulo serd h; = \/Lﬁ, com isto obtemos sua area, a saber,

gLttt t?
T2 312 6V12

Com o segundo pedago de arame (o de comprimento L — t) fagamos um quadrado de lado

%, € obvio que sua drea serd
2
A = (L — t)
=
16
Desta forma a soma das dreas procuradas serd
(L _ t)2 t2

A=

+
16 612

Se admitirmos ndo cortar o arame, isto é, fazert = O out = L, vemos que A é uma funcio
de ¢ definida em um intervalo fechado, mais precisamente temos,
A: [0,L] - R

(L—1)? t2
t —> 16 _|_ Gm
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a qual possui derivada continua

A [0,L] - R

b () -4

Se fizermos A’(t) = 0 em busca de pontos criticos devemos obter

3V12

t=——=——L
3vV12+8
E fécil ver pelo teste de segunda derivada para extremos locais que este ¢t = VAT S

3v12+8
ponto em que a soma das dreas € minima. O método do intervalo fechado nos mostra que a

referida soma € maxima quando ¢ = 0, isto é, ¢ = 0 é o ponto de maximo. Isto €, para obter
a drea minima devemos cortar o arame de forma que o pedago destinado a fazer o triangulo

messa 3%21i <L, ¢ para obter a drea maxima o pedago de arame destinado ao tridngulo deve ter

comprimento zero, isto €, ndo devemos construir o triangulo.
Para mostrar que, se ¢t é o ponto de minimo, entdo o lado do quadrado ¢ % da altura do

triangulo, basta ver que, o lado do quadrado é

L—t_L< 8 )
4 4\3/12+8

2
:L<3\/ﬁ+8)
2L 3V12 1
_?(3¢ﬁ+8) V12

2
=-h
3/

Isto conclui a solugdo do problema.

Comentarios: O problema abordado trata-se de um problema de otimizagdo, alids dos mais
complicados, visto que todas as fungdes devem ser deduzidas pelo estudante. Apesar deste
problema possuir uma contextualizacdo de certa forma forcada, ele serve para ilustrar o quao

util podem ser as derivadas.

Problema 4.10
Objetivos do problema:

* Trabalhar a relagdo entre uma fungdo decrescente e sua derivada.
* Trabalhar técnicas de derivacao.
* Trabalhar os teoremas das derivadas primeira e segunda.

Conceitos abordados: Neste problema além do conceito de derivada temos, 0s conceitos de

funcdo crescente e decrescente, os quais se relacionam com as derivadas.
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Resolucio do problema: Primeiro devemos notar que f(z) > 0 e f(x) # 1 para todo = > 0.
A primeira afirmacgdo € dbvia, visto que, se x > 0 entdo 1 + = > 0, ndo ha como a poténcia de
um ndmero positivo resultar em zero. Para ver a segunda afirmacdo, notemos que o nimero a’
vale 1 se exatamente um dos dois casos ocorrer
i) a = 1ebé qualquer
ii)a e R*eb=10
(¢) ndo pode ocorrer pois, se assim o fosse terfamos que calcular ¢, o que ndo existe. E (i)

ndo pode ocorrer pois h(z) = % nunca assume o valor zero.

Como f(z) > 0e f(x) # 1, faz sentido definir ¢)(z) = In(f(z)) = % In(1 + z). Derivando

1) obtemos

Com isto concluimos que

2 2
ou ainda o)
@=-7 o
— In(1 _
fa) = L5 (1 4+0) - —
Como f(z),x? > 0 paraz > 0, segue que —% < 0. A fim de mostrar que f(z) é estritamente
decrescente para z > 0, basta mostrar que, In(1 + z) — xiﬂ > 0, para z > 0. Com efeito,

podemos definir a fungdo

o(r) =In(1+z) —

z+1
¢ facil ver que
1 1 1 2
/ o . " _
A wruel e e R Py NP PR
Fazendo ¢'(x) = 0, obtemos © = —1 e x = 0. Segue do teorema da derivada primeira que

estes sdo pontos criticos de . Uma vez que estamos analisando f para valores maiores que
zero, podemos estudar apenas x = 0. Calculando ¢”(0), obtemos 1, do teorema da derivada
segunda segue que ¢ assume valor minimo em z = 0, e este € ¢(0) = In(1 + 0) — 1—20 = 0.
Como 0 é o valor minimo absoluto de ¢, segue que p(z) = In(1 + z) — =7 > 0, para todo

x > 0, assim como deveriamos demostrar.

Com relacdo a desigualdade, uma vez que m > e e f € estritamente decrescente, segue que
f(m) < f(e), ou seja (1 + )= < (1 + €)=, elevando ambos os lados da desigualdade a e,
obtemos a desigualdade desejada, (1 + )¢ < (1 + ¢e)".
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Comentarios: Deve-se notar que este problema trata-se de um problema de otimizagdo dis-
farcado, visto que a otimizagdo foi utilizada de forma secunddria, para fazer a prova do item

principal do problema.

Problema 4.11
Objetivos do problema:

* Fazer uso dos teoremas e definicdes que envolvem as derivadas para esbogar o grafico de

uma fungao.

Conceitos abordados: Neste problema sdo abordados a maioria dos conceitos com respeito
as derivadas de uma funcdo, extremos, funcdes crescentes e/ou decrescentes € concavidades.
Além disso é constantemente utilizado o estudo do sinal de uma fun¢do por meio de inequagdes
produto.

Resolugio do problema: Dada f(x) = x%¢™, devemos notar que f(z) > 0,Vx € R, uma

7z

vez que z? é ndo negativa e e~ € sempre positiva , para quaisquer valores de x. Derivando
f obtemos f'(z) = e %(2z — 2?). Uma vez que e ® > 0,Vx € R, avaliar o sinal de f’ é

o mesmo que avaliar o sinal de g(x) = 2z — 2. Com efeito devemos encontrar as raizes de
g, de forma imediata obtemos z = 0, e x+ = 2, como sendo raizes de g. Como g trata-se
de uma fungdo quadrdtica com concavidade voltada para baixo, sabemos que g(z) < 0,Vz €
(—00,0) U (2, +00), g(z) > 0,Vz € (0,2) e g(x) = 0,Vz € {0,2}.

Derivando f uma segunda vez obtemos f”(z) = e *(z* — 4z + 2). Uma vez que e™* >
0,Vz € R, avaliar o sinal de f” é o mesmo que avaliar o sinal de h(z) = 22 — 4z + 2. E
facil ver que x = 2 — V2ex =2+ /2, sdo as raizes de h. Como h trata-se de uma funcdo
quadritica com concavidade voltada para cima sabemos que, h(z) < 0,Vz € (2—/2,24+/2),
h(z) > 0,Yz € (—00,2 — V2) U (2+ V2, +00) e h(z) = 0,V € {2 — V2,2 + 2}

Calculando o limite, lim,_,, z2e~%, obtemos, fazendo uso da regra de L’Hoptal, lim,_, ., 2%e™% =

0. E calculando lim,_,_., z%¢~%, obtemos, por L’Hoptal, lim,_, ., z%e™% = oo.

Com as informagdes obtidas até 0 momento podemos construir a seguinte tabela:

Derivada | Sinal Conjunto
f (+) (0,2)
f/ (_) (_0070) U (2700)
f 0 {0,2}

£ (+) (—OO, 2 — \/5) U (2 + \/57 OO)
f// (_) (2 — \/§, 2+ \/5)
f// 0 {2 — \/5, 2+ \/5}

Agora a partir dos teoremas das derivadas primeira e segunda podemos descrever o com-
portamento do grafico de f(x) = x%e~®. O grafico de f(z) tende a oo quando & — —oo, €

decrescente em (—o00,0) e (2,00), crescente em (0, 2), atinge minimo absoluto em = = 0 e
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maximo local (uma vez que o limite quando z — —oo € igual a o) em = = 2, € concava para
cima em (—00,2 — v/2) e em (2 4 v/2, 00), concava para baixo em (2 — /2,2 + 1/2), possui
ponto de inflexdo em z = 2 — /2 e em x = 2 + /2, por fim quando x — 0o f(z) tende a 0.
Segue a figura do gréfico:

"9 -1 0 1 2 3 4 5 6 717¢

Comentarios: Deve-se observar o quio eficiente é o cilculo quando queremos descrever o
comportamento do grafico de uma fungdo, isto se d4 pois a derivada nos fornece todas as infor-
macodes do grafico da fungdo, € neste sentido que falamos que o calculo (Diferencial) € apenas

o estudo de funcgoes.

Problema 4.12
Objetivos do problema:

* Trabalhar os testes da primeira e segunda derivada.
* Trabalhar as equagdes paramétricas da circunferéncia.

Conceitos abordados: Neste problema, além dos conceitos a cerca de derivadas vemos os
conceitos de circunferéncias e retas tangentes.

Resolucio do problema: A circunferéncia C' : 2% + y? = 25, é inteiramente descrita por meio
das seguintes equacdes paramétricas

r = b5cost
C: , 0<t<2nm

y =osint

um ponto P sobre as circunferéncia tem coordenadas P (5 cost, 5sint).

Sejad : [0,27) — R a fung¢do definida por

6(t) = \/(5008t+2)2+25sin2t+ V/(5cost — 2)2 4 25sin® ¢

J calcula a soma das distancias de um ponto P da circunferéncia a (—2,0) e (2,0). Trabalhando

algebricamente a expressdo de J obtemos:

5(t) = /(5 cost +2)2 + 25sin® ¢ + /(5 cost — 2)2 + 25 sin? ¢
— \/25cos2t + 20 cost + 4 + 25sint 4+ /25 cos2 t + 20 cost + 4 + 25sin2 ¢
=/29 + 20 cost + v/29 — 20 cost
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podemos ainda calcular [§()]?, daf obtemos

[6(t)]* = 58 4+ 2v/841 — 400 cos? ¢

Nosso objetivo é otimizar §(¢), no entanto otimizar J(t), € o mesmo que otimizar

P(t) = (WT_%Y = 841 — 400 cos*t
Assim derivando 1) obtemos, ¢'(t) = 800 cos ¢ sin t. Fazendo ¢/’(t) = 0 obtemos o conjunto
S = {O, T, 5 —g} S € o conjunto dos pontos criticos de 1.
Derivando 1) uma segunda vez, obtemos 1" () = 800(cos? t —sin® t), calculando 1" (t) para
t € S, obtemos
W) =4(m) =800 >0 e ¥'(3) =5

Segue do teorema da derivada segunda que, t = 0 e ¢ = 7 sdo pontos de minimo de ), conse-

) = —800 < 0

quentemente geram pontos de minimo de 6, e ¢ = 7, ¢ = —% sdo pontos de maximo de ¥, e
consequentemente geram pontos de maximo em 9.

Agora basta utilizarmos as equacdes paramétricas da circunferéncia dada para vermos que,
r =5 ex = —> sdo os pontos em que a soma mencionada pelo problema € minima, e z = 0 é
o ponto em que a referida soma € maxima.
Comentarios: Este € um cldssico problema de otimizagdo. A particularidade da solugao apre-
sentada se v€ no fato de ser utilizado as equagdes paramétricas da circunferéncia dada, algo
que facilitou bastante a solu¢do. O problema também poderia ser resolvido trabalhando sobre a

equagao reduzida da circunferéncia.

Problema 4.13
Objetivos do problema:

» Fazer o estudo completo de uma fungao.
« Utilizar os teoremas de derivada para esbocar o grafico da funcao.

Conceitos abordados: Neste problema temos como conceitos principais o cdlculo de limites,
aplicacdes das derivadas e com respeito a conteidos elementares temos o estudo de sinal de
funcdo por meio de inequagdo produto.

Resolucao do problema:

a) Determine o dominio da fungdo f.

O dominio da funcdo f depende da raiz quadrada e do quociente. Com relagdo ao quo-
ciente basta que (x — 1)(z + 2) # 0, o que ocorre se x # 1 e x # —2. Com relagdo ao

radical, necessitamos que

z(r+1)
G—D+2) ="
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b)

Entdo devemos estudar o sinal de h(x) = %, onde p(z) = z(z+1)eq(z) = (r—1)(x+
2). p(z) trata-se de uma pardbola com concavidade voltada para cima e com raizes em
r = —1lex =0, comefeito p(z) > 0,Vz €, (0o, —1)U(0,00) e p(z) < 0,Vz € (—1,0).
q(z) trata-se de uma pardbola com concavidade voltada para cima e com raizes em = =

—2ex = 1, com efeito ¢(z) > 0,Vzr € (—oo0, —2) U (1,00) e ¢(z) < 0,Vz € (—2,1).

Com isto podemos construir a seguinte tabela para o estudo do sinal de h(z)

(—00,—2) | (=2,—1) | (=1,0) | (0,1) | (1,00)
p (+) (+) =) | ()| ()
q (+) (=) =) | &= ] )
h=531 () (=) ) | =] ()

O dominio da f sdo todos os pontos em que h(x) > 0, ou seja D(f) = (—o0, —2) U
[—1,0] U (1, 00).

Calcule lim f(z) no infinito e limites laterais nos pontos © = —2, x = 1.

Primeiro calculemos os limites em oo, com efeito devemos ter,

lim x(z+1) _ lim x(x+1)
r=—co  (z—1)(z+2) v——o0 (z — 1)(z + 2)

e, o resultado é idéntico quando = — oco. Ou seja lim, 4., f(z) = 1.

Com relacdo aos limites laterais no ponto x = —2, temos que

. x(x+1) . 1 .
1 _ 1 1
B S e L L S pr 3 o L SRVACLC Y

a medida que + — —27, segue que (x — 1)(x +2) — 0T, visto que (x — 1)(x + 2) >
0,Vz € (—o0, —2),daf

: x(r +1) : 1 .
1 ~ 1 I 1
S P P ) B S Py o) D S

:\/OE\@

= 0

129
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Com relagdo ao lim, , o+ f(z), este ndo podemos calcular, visto que —2 nao é ponto de
acumulacdo a direita de f, ou seja é possivel exibir > 0 tal que, o conjunto de pontos x

que satisfaz  — (—2) < r, com = > —2, é vazio.

Com relacdo aos limites laterais no ponto x = 1, devemos ver que nao podemos calcular
lim, ,;- f(z), uma vez que x = 1 ndo € ponto de acumulacdo a esquerda de f. Mas

podemos calcular lim,_,,+ f(z), assim como se segue

I (z+1) I ! I (z+1)
im = lim im y/z(x
et (z—1)(x+2) st (x—1)(z+2) a1t

a medida que =+ — 17, segue que (z — 1)(z +2) — 07, visto que (z — 1)(z + 2) >
0,Vz € (1, 00),daf

I 2z +1) I ! I (z+1)
im = lim im y/z(x
et (z—1)(x+2) a1t (x—1)(z+2) a1t

:\/oiﬂ/i

=

Por fim temos lim, 1+ f(z) = 1elim, , o- f(z) = co = lim, 1+ f(x).

Esboce o gréfica dessa funcao.

Dos itens anteriores sabemos que as retas © = —2 e x = 1 sdo assintotas verticais de f e

que y = 1 € assintota horizontal de f.

Para que possamos completar o esboco do grifico de f,devemos estudar a d primeira

derivada da fung¢@o. Derivando f uma vez obtemos

—4x — 2

2 _9)2 z(z+1)
20+ 2 -2/ oo

f'(x) =

primeiro vamos estudar o sinal de f’, uma vez que 2(z?+x —2)? (xx_%—z;liz) > 0Vz € R,
devemos estudar o sinal de g(z) = —4z — 2, o que € trivial, uma vez que g(z) tem zero
emzr = —% e é decrescente, sabemos que g(z) > 0,Vx € (—oo, —%) eg(x) <0,Vx €
(—%,00). Como o zero de g é o zero de f’ obtemos trés informagdes sobre f, f é
crescente em (—oo, —3 ) é decrescente em (—3, 00) e assume valor extremo em © = —3.
Como f muda de crescente para decrescente em =z = —%, entdo r = —%, € ponto de

maximo local de f, e o valor maximo local serd
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Por fim podemos esbogar o gréfico

d) Determine a imagem da funcio f.

Primeiro devemos perceber que f assume todos os valores £ € R.;, uma vez que os
limites laterais em x = —2 e x = 1 tendem a oo e os limites no infinito tendem a 1. No
intervalo [—1, 0], a fungdo atinge seus zeros, e o valor maximo local y = % Com isto

podemos determinar a imagem de f como sendo im(f) = (R U {0})\ (5,1].

Comentarios: O problema esta dividido em varios itens para que o estudante tenha objetivos
bem definidos no decorrer do processo de resoluc¢do, no entanto, todos os itens dependem uns
dos outros. O problema poderia ser reescrito pedindo simplesmente que fosse feito um estudo

completo da fun¢do dada.

Problema 4.14
Objetivos do problema:

* Aplicar os teoremas para determinar os valores extremos de uma funcao.

Conceitos abordados: Além dos conceitos com relagdo as derivadas, é possivel observar neste
problema a utilizacao do conceito de distancia entre pontos para construir a fungdo desejada.

Resoluciio do problema: Sejam r : y = x + 2 e v : y = x° respectivamente a reta e a parabola
mencionadas no problema. Visto que a reta e a parabola tratam-se de curvas elementares, € facil

observar que r > ,Va € [—1,2]. Assim definimos a distincia vertical entre 7y e 7, como sendo
d(r,y)(z) =z +2—a’
se omitirmos as curvas r € v temos a fungao

d(r) = —2* +2+2
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a qual deve ser analisada no intervalo fechado [—1, 2. Derivando d obtemos d'(z) = —2z + 1,
donde obtemos o ponto critico x = %, uma vez que d trata-se de uma pardbola com concavidade
voltada para baixo, r = % deve ser ponto de maximo (poderiamos argumentar também através
do teste da derivada primeira ou derivada segunda). Devemos observar que d de fato assume
valor méximo em x = 3, visto que d(—1) = d(2) = 0,eesteéd (3) = —7 + 5 +2 = 9. Isto
conclui a solucio do problema.

Comentarios: Este trata-se novamente de um classico problema de otimizacdo. No entanto,
ao invés de tratar otimizacao de fendmenos reais, o problema procura tratar da otimizacao de
conceitos puramente matematicos. De um ponto de vista mais abstrato, o nimero calculado
seria a distancia entre as fungdes r e 7y, algo que pode ser observado do ponto de vista dos

espagos métricos.

Problema 4.15

Objetivos do problema:
* Aplicar os teoremas para determinar os valores extremos de uma funcao.

Conceitos abordados: Além dos conceitos com relacdo as derivadas é possivel observar con-
ceitos da matemadtica aplicada a agricultura.
Resolucio do problema: Este trata-se de um cldssico problema de otimizacao. O que quere-

mos na realidade € encontrar o /N que maximiza Y. Para isto derivemos Y, donde obtemos

V- —kN? + k
(14 N2)2
Fazendo Y’ = 0 obtemos os pontos criticos N = +1. Aplicando os valores a fungdo Y,

obtemos que N = 1, maximiza a produgdo. Ou seja o nivel de nitrogénio 1 (em unidades

apropriadas) da melhor produgdo.

Comentarios: Este problema nos mostra uma das possibilidades de aplicagdes das derivadas
para otimizacdo de fendmenos reais. Mais precisamente podemos utilizar as derivadas para

fazer otimiza¢do em diversdes ramos do conhecimento, por exemplo economia e biologia.

Problema 4.16
Objetivos do problema:

* Aplicar os teoremas para determinar os valores extremos de uma funcao.

Conceitos abordados: Além dos conceitos com relagdo as derivadas é possivel observar o

conceito de semelhanga de tridngulos da geometria plana.
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Resolucao do problema: Considerando a figura do problema. Note que o tridngulo ABC' é

semelhante ao triangulo D B E. Assim temos a seguinte igualdade:

10 10—
12 Y
10y = 120 — 12z
6
y = 12— gx (6.2)

com tudo temos y em func¢do de .

Sabemos que a area do retangulo inscrito € dada pela seguinte funcao de duas varidveis,
Alz,y) = x-y (6.3)
mas em 6.2 conhecemos y. Assim podemos escrever 6.3 apenas em fun¢do de z, e temos:

Alz) = x- (12— gx)
Alx) = 12z — §m2

3 (6.4)

12
Derivando A(z) temos A'(x) = 12 — 7% Fazendo A’(xz) = 0 para investigarmos os pontos

criticos de A(z) temos:

Alz) =
12 12 0
— —X f—
5!
12
——x = —12
5)
r = 5

Como A(z) é uma pardbola com concavidade voltada para baixo temos que z = 5 é ponto de
maximo. Por fim a drea méxima do retangulo inscrito no tridngulo ABC' é A(5) = 30m?.

Comentarios: Este problema possui uma abordagem bastante geométrica, no entanto nio seria
possivel fazer a otimizagdo da area citada no problema sem o Calculo Diferencial. Tal problema
se mostra de forma abstrata, no entanto, problemas desta natureza que envolvem geometria,

podem ter diversas aplicacdes a realidade.

Problema 4.17

Objetivos do problema:
* Aplicar os teoremas para determinar os valores extremos de uma funcao.

Conceitos abordados: Além dos conceitos com relacdo as derivadas € possivel observar o
conceito de velocidade da fisica.

Resolucao do problema: Sejam P o ponto na costa mais préximo do barco (), um ponto entre
acidade e P, onde Jane deseja aportar, e C' a cidade. Assim como estd representado na seguinte

figura,
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Costal

Suponha que Jane (J) aporte a uma distancia  do ponto P, mais precisamente no ponto ().
Com isto ela terd de remar (pelo Teorema de Pitidgoras) por uma distincia de v/22 + 4 mi e
caminhar por mais 6 — x ms.

Da fisica sabemos que a velocidade média € o quociente entre a distancia percorrida e o
tempo decorrido, isto &,

v=-
t

com isto, obtemos que o tempo decorrido deve ser o quociente entre o espaco percorrido e a

velocidade, ou seja,

t="
v

Sabe-se que Jane rema a 2 mi/h e deverd remar por v/z2 + 4 mi, com isto o tempo de remo

sera
244
t, = vrita h
2

além disso, Jane caminha a uma velocidade de 5mi/h, assim o tempo de caminhada serd

Desta forma o tempo total do percurso sera,

»?+4 6—=x
t(r) = +
(z) 5 7
Deve-se observar que o tempo ¢ € uma fun¢do de x, que nas condi¢des do problemas. o dominio

trata-se de um intervalo fechado, mais precisamente

t: [0,6)] - R

244 6—zx
T — 5 T =%
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Nosso objetivo é minimizar ¢, de forma a obter o percurso que consome menor tempo.

Derivando ¢ obtemos .

a
T 9ViZrd b
4
Vi

t'(x)

Fazendo t'(z) = 0 obtemos o ponto critico x = Derivando ¢ uma segunda vez obtemos

ﬁ

x? 1

§+ D)
2(z2+4)> 2vai+4

t”(ﬂﬁ) — _

aplicando o ponto critico em " obtemos

t <i> = _ >0
V21/  500v/21
Segue do teste da derivada segunda que este = € o ponto de minimo local, dai € facil ver com
o método do intervalo fechado, que de fato x = \/Lﬁ ¢ ponto de minimo absoluto. Com isto
resolvemos o problema. Para que Jane chegue a cidade de forma mais rapida ela devera aportar
a uma distancia de 6 — ﬁﬁ ma da cidade e continuar sua viagem caminhando.
Comentarios: E claro que a situagio descrita no problema é algo bastante forcado, visto que
a complexabilidade dos dos célculos ndo seriam tao interessantes para o cendrio apresentado.
No entanto esta situagdo poderia tratar-se claramente de uma viagem em grande escala que

necessitaria de um rigoroso planejamento prévio.

Problema 4.18
Objetivos do problema:

* Aplicar os teoremas para determinar os valores extremos de uma funcao.

Conceitos abordados: Além dos conceitos com relacdo as derivadas € possivel observar con-
ceitos elementares da geometria plana, a saber, a no¢do de perimetro e drea de um retangulo.

Resoluc¢io do problema: Dado um retangulo qualquer de perimetro k u.c

Y

sabemos que 2x + 2y = k < y = g — x. Além disso sua drea é dada por
A=uy

substituindo y = & — 2 em A obtemos

A possui derivada A" = g — 2z, fazendo A’ = 0, obtemos o ponto critico x = %. E fécil ver

pelo teste da derivada segunda que x = %, € ponto de maximo de A, ou seja a maior area ocorre
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k
4 b
isto €, temos um quadrado, o que conclui a prova.

quando r = %, dai obtemos y = %, ou seja, temos um retdngulo com os quatro lados iguais,
Comentarios: Uma abordagem mais precisa do problema deveria ser feito utilizando o método
do intervalo fechado. Porem, consideramos o dominio da fun¢do como sendo um intervalo
aberto, a saber x € (0, k), visto que se fosse um intervalo fechado, [0, k|, nos extremos a fung¢éo
assumiria o valor zero. Mas como A trata-se da drea de um retangulo de perimetro k, nos

extremos nao teriamos um retangulo, o que nao faria sentido.

Problema 4.19
Objetivos do problema:

* Aplicar os teoremas para determinar os valores extremos de uma funcao.

Conceitos abordados: Além dos conceitos com relacdo as derivadas € possivel observar con-
ceitos relacionados a geometria analitica e a geometria plana.
Resolucdo do problema: Nestas condi¢des, para x € (0,1/12), temos a base do retangulo

sendo b = 2z e sua altura medindo i = y(z) = 12 — 2, desta forma sua drea serd
A=b-h=24x — 22

A fungdo A possui derivadas A’ = 24 — 622 ¢ A” = —12z. De A’ obtemos z = +2
como pontos criticos, mas visto que o dominio de A € o intervalo aberto (0, v/12) o tinico ponto
critico serd © = 2. Dai A” nos informa que x = 2 é ponto de maximo local, dai uma vez que
lim, o+ A(z) =lim__, q5- A(z) = 0, segue que z = 2 serd o ponto de méximo absoluto, com
isto a drea mixima sera

A(2) =32u.a

por fim as dimensdes do retangulo de drea maxima serao
b=4u.c e h=S8u.c.

Comentarios: Este problema mostra a necessidade de se observar o dominio da fungdo, para
que nao sejam feitas consideragdes erroneas. Se tivéssemos considerado o dominio como sendo
o intervalo fechado [0, v/12], estarfamos afirmando que um segmento de reta sera um retangulo

0 que € um absurdo.

Problema 4.20
Objetivos do problema:

* Aplicar os teoremas para determinar os valores extremos de uma funcao.

Conceitos abordados: Além dos conceitos com relagdo as derivadas € possivel observar con-
ceitos relacionados a geometria analitica e plana.

Resolucio do problema: O tridngulo desejado € o ilustrado na seguinte figura,
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7

lr\B(O, b)

A(a, 0)

I
t

Por hipétese a distancia de A a B deve ser 20 unidades de comprimento, com isto, obtemos
b= v400 — a?

Desta forma a area do triangulo sera

a-b  av400 — a?
2 2

Derivando A com relagdo a a obtemos

2
1
A= 4 /= 1400
2v—a%+400 2

fazendo A’ = 0 obtemos os pontos criticos, a = ilO\/i uma vez que estamos trabalhando

apenas no primeiro quadrante, nosso ponto critico é @ = 10y/2. Derivando A uma segunda vez

obtemos
a’ 3a

A// — o
2(—a2+400)7 2vV—d®+ 400

aplicando o ponto critico em A” obtemos

A"(10v/2) = -2

segue do teste da derivada segunda que a = 101/2 é ponto de maximo. Com isto a drea maxima
do triangulo ocorrerd quando a = 10v/2, dai obtemos b = 10v/2, ou seja a drea mixima ocorre
quando a = b, assim como deveriamos demonstrar.

Comentarios: De forma andloga aos problemas anteriores deve-se observar o dominio da fun-
¢do, visto que se a vale zero ou b vale zero nao temos um triangulo. No entanto deve-se atentar
para o fato de que ndo existe restri¢do na lei de formacao da funcdo, e sim na natureza do pro-
blema, no contexto envolvido, e alguém que resolve problemas deve observar todos esses fatos.

Pois é o que diferencia a Resolucao de Problemas da aplicagcdo mecanica dos conceitos.
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